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摘 要 ：设 (t)、q( )∈C l0，+。。)，若 】̂、̂2是指标方程 (̂ 一1) p(0) q(oj：o的根 ， 

Re2,】≥Re,t 2，则方程 r “ 十印( )“ 叮( )“=0在(0．+。。)内的任一解均可表示为(c】+c：hInt) 

(r)+ !， (r)．其中f ，c2是任意常数， f )、 (r)∈C∞[0，+。。]， (0)= (0)=1，h是一定值且当 

】一 !≠0，1，2，⋯ 时，h=0；当 1： ，时 ，h=1： 
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众所周知 ，在二阶奇性线性常微分方程的解析理 

论中有如下基本定理1]一： 

若 (：)，q( )在 =0附近解析． ，̂2是指标 

方程 ( 一1) (0)̂ 一 q(0)= 0的根 ，Re2 ≥ 

Re2t：，则方程 ： “ (z)“ q( ) =0有形如： 

= ( )， ( )+h,p( ) lnz的基本 解组 ，其 中 

p{：)、 (。)在 =0附近解析，h为一定值。 

正是由于这个定理，使得 Fuchs型偏微分方程的 

解析理论能够建立起来 ，然而，当 p( )、q(t)∈ 

C [0， 。。]时，方程 “ + (r)“ q(t)“：0在 

‘0，+。。)内的解的形式怎样?这 直是人们关心的问 

题，井且此问题的解决必将推动二阶 Fuchs型偏微分 

方程在 c 框架内的解的研究。在下面的讨论中使用 

如下记号： 

[o， o。)表示在[o，+o。)上具有 阶连续导 

数的所有复值函数拘成的函数空间。 

。 [0．+o。)= {tV(r)：，(r)∈ 0．+o。) ， 

其中。是给定的复数。 

1 方程 z“ 4-P(￡)“ 4-g(f)z =0的解的 

形式 

引理 1 若 Rea≥ 0，，(r)∈ C [0，+o。)，则 
rf 

I f。，(t)dt∈ “[0，+∞)n 十1 [0．+∞)。 

证 当 Rea≥ 0时，显然 ￡ l r，(r)dt∈ 

“(0，+o。)， ⋯ ’l ，(r)dt∈ (0，+。。)且： 

llm【 f (r)dt] ”= 

。 

／⋯ ㈣  

lira L r⋯ 1 ，(r)dt ’= 

l， “ ( )dt 
I _  一 ： 

J(0) 

． 1 f ( )d ∈￡ ¨[0，+∞)n [0，+∞) 

注：在上述球极限过程中使用了L’Hospital法则， 

虽然当 是复数时，￡”“ 是复值函数，但可以证明： 

对此复值函数．L’Hospital法则仍然成立。 

通过变量代换 ； = t ．显然有： 

引理2 若。>一1且 ×n复值矩阵A( )在 0， 
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+m)上连续 ，则初值同趣 

“ ： ￡ A(f)“ 

1 (o)：“u∈C” 
在[0，+。。)上有唯一连续解。 

定理 1 若 P( )，q(r)∈ C [0，+co)，Rep(0) 

≥ l，则广义初值问题 ： 

tuft p( )“ q( )“ 。 (
1) 

“(0)： I 

在 C [0，+o。)内有唯一解 = ( )。 

证 令 1=n，口2= “，，则广义初值问题(1)在 

c 0，+oo)内有唯一解等价于初值问题： 

， I 1 

(2) 

2：一 2+g1 I+P1 j 

在 c 0，+oo)内有唯一解，其中 P= P(0) I． 

p (f)：丛 !∈ c [0
， + 。。) ( )= 

t，(，)∈ C 0，+oo)。 

由假设 ：Rep(O)≥ 1知 Rep≥O，下面分两种情况 

进行讨论 ： 

1。若尸≠0，此时令 1= 1+÷ 2， 2= !，则 

(2)在 C [0，+。。)内有唯一解等价于： 

t = [ w +( 一等)”z]。丢 
： ： 一 ： ”  +( 等) ：f 

”1(0)：1，w2(0)=0 J 

在 C 0，+。。)内有唯一解。 

注意到(3)在 c [0，+。c)内有唯一解又等价于 

如下积分方程组(4)在 C [0，+。。)内有唯一解 

t 1+f 专[ w +( t )" ]d 
u ，： ：  f： [ ·+( t一 ) d j 
下面首先证明(4)在[0，一o。)上有唯一连续解 。 

V“> 0，记 

M = +} L 
其中 卜I代表复数的模 ，取卢=2M +1，令 H ={(ft， 

)：fI(t)，f2( )∈ c[o．n]i，在 M 上定义范数如 

下： 

I，ll [(1， (￡)l (⋯ )e ] 

其中，=(r ， )∈H，则 H成为Banach空间。在H 

上定义算子 T：T／。=(暑】，gz)，其中 ，=(，1_， )∈ 

H， t ，= + — t， +(一 一 )，! a ， ： 

[q】 Pt一詈 由于 ≥蛐引 
理 1知 ：T．／∈ H。 

v，=(，lI， )∈H．j=( )∈H'爪TJ= 

( 1，g2)， =( ，三2)．则 V ∈[o ，有： 

1 】( )一；】( )1≤ 

{M(1 f】(f)一 ( )l+l f2(r)一于2( )1)df= 

1 M(I fI(r)一 (f)f+f J2(f) 2( ))e一 dt≤ 

e ．II， II 

( ) i2(f)l≤百Me -II， II 

．

。 

1_7I厂一 I1= 

max (f f g】( )一g—l(f)I+ g：(r) i 2( )I)e ]≤ 

II， (r)一川 

注意到o≤ <1，故 了、为Banach空间H上的 

压缩映象，由压缩映象原理，了、有唯一不动点，设此不 

动点为( 1．'-P2)∈H，则 甜1= 】，z6,2= 2是积分方 

程组(4)在[0，n]上的唯一连续解，由 的任意性及连 

续解的唯一性知 ：叫】= 1，w2= 2是(4)在：0， 

oo)上的唯一连续解 。 

下面归纳证明 1( )， 2(t)∈ c [0．+∞)．设 

1
( )， (r)∈ c [O，+。。)(量=o，1，2，’‘。)，则由引 

理 1知： 

pI(t)： 

』 吉 +(户 一 ) ：]ar∈c 。，一∞， 
2(f)： 

』 [q· t一( ) ：]d ∈c I ：。，+。。 
由归纳法知： 1( )， 2(f)∈ C [0，十。c)，即 

、=吼、 2：午2是(4)在 c∞[O +∞)内的唯一解。 

所以，“： (f)= I( ) { 2(r)是广义初值 
问题(1)在 c [0， o。)内的唯一解 ： 

z。当 = 。时 ，令 A ．= ，-4。c r = 
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， ： ，]， =[ ]，则初值问题cz，变成 
v = _lv+A )v 1 

Ⅷ ，： 

’ 

夸 。w-一[ 1 ]w Ln J ’ 

w“”= 。1] ’ 

B(t)= t“ A T(t)t 

『一 qljnt 

q1 

显然 tiB( )在[0． 

Int-(q】1nf_一 1)] 

ql1nf+ Pl J 

+o。)上连续 ，由引理 2，初值问题 

(6 J在[0，+。c)上有唯一连续解 w 且 

十(qllnt+P】) 2．dt∈ 圭c[0 + 

所以 l= 】=W1+训2·Int，口!= 2= 2是初值 

问题(2)在 0，+o。)上的连续解。 

下面归纳证明 】(t)， 2( )∈ c [0，+。。)，设 

l(t)，P2(t)E [0．+o。)(女=0，1，2，⋯)，则由 f 

理 1知 ： 

2( )= 

， 

I(qI 】+PI 2)dt∈ [̈0，+∞)n r [0，一。。) 
0 

．  (f)：丝 ∈ [0
， 十o。) 

． I(t)∈ [0，+∞) 

由归纳法知： l(t)， 2(t)∈C∞[0，+∞)，故 “ 

=P(t)=PI(t)是广义初值问题(1)在 c [0，+o。) 

内的解，注意到(6)在[0，+o。)上的连续解的唯一陛， 

可知 “= (t)是(1)在 C 0，+o。)内的唯一解 

定理2 设 声(t)，q(t)∈C [0，+∞)，Rep(0) 

≥ 1，P= P(0)一1，则方程 “ P(f)【cI g( )M= 

0在 (0，十 o。)内 的任 一 解 均 可表 示 为 (c 十 

!hInt) ( )+f2t一 (t)，其 中 】，c2是任意常数， 

(，)， (t)∈C [0，+o。)， (0)= (0)：1，̂ 是 
。定值，且当 P士0，1，2，⋯ 时 ，̂ =0；当 ：0时．̂ 

= 1 

证 设 (t)是 厂 义初 值 J司趑 (1)在 C～【0．一 

∞)内的解，则 ( )≠ 0，t∈ [0，+∞) 故 (t)． 

P( )f e—J出t dr是方程(7)：㈦ + (r)“，+ 
(f) 0在(O．+o。)内的基本解组。 

令 )。。南 eJ n “ 。其中 )= 
丛 ∈ C一[0

， 十 。。)，故 (f)∈ c一 + 

。。)，且 (0)=1，取 矗=[尺 ]，则 

g( )：1一 (0) +．．．+g ；— ? +f rtH々( ) 
2 (t)∈ C [0， o。) 

(t 

fop 

cO 

f士  一』 ： J L 

)I )g(f)d = 

t)lf [1 g (0)f+⋯ 

“ 叫d r 
其中 cn是非零常数。 

1。若 ≠ 0 1，2，⋯ ，则 Re(女 1 p)>0，取 

)一 )[_古+ ⋯ ·+ 
一  g !： f ! ． 
( 十1一 )( +I)r 

“
·  l “ +1( )d f 

则 (0)：1且由引理 1知： 

(t)∈ C [0，+o。) 

所以 (t)，t (t)是(7)在(0，+o。)内的基本解组， 

故(7)在[0，+o。)内的任一解均可表示为 C1 (r)一 

2t ( )。 

2。若 P=1，2，一，则 = P，取 ： 

)=一 )r_i1+ ⋯·一 

r_ 1甍 1 + ㈩d ] (一)·(女一) ‘ J ⋯～ 
则 (O)= 1且 ( )∈ C [0，十 一)。故 (t)， 

t ( )+hlnt ( )是(7)在(0，十o。)内的基本解 

组，其中 ^=一女． 是一定值。 

3。若p=0，则 

)』南e一』 ～ 川n + ] 
取 
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， 

(r)= (t)[f g1( )d +1] 
o 

有 

(0j= 1 (r)∈ C [0，+o。) 

所以 (r)， ( ) (r)】nr是(7)在(O，十。。)内 

的基本解组。 

注：在前面讨论过程中，经过详细分析，可以得到 

如下结果：若 q(r)∈ [0，+∞)，P(r)∈ 。。[0，+ 

。cj( =0，1，2，。)，Rep(0)≥ 1，P= (0)一1，则定 

理 2的相应结论成立 ，其中 (r)， ( )∈ ¨[0，+ 

∞)n C ’ (O，+0。)。 

由定理 2，显然有 ： 

若 p(r)，q(r)∈C [0，t。o)，Rep(O)≥ 1，则如 

下广义初值问题： 

l r“ ， P(t)“，一g( )“：0 

“l 0= “D∈ C 

在[0，+o。)内存在唯一连续解 “=；( )，且；( )∈ 

c [0，十。。)。 

2 方程 t +tp( )“ g(t)“=0的解的 

形式 

定理3 设 p( )，q(r)∈c l0，+。。)，若 1̂、̂= 

是指标方程 (̂̂ 一1) P(O) q(O)=o的根 ，R ̂ 

≥ Re),2，则方程(8)：t2““+tp(r)M q(r)“= 0在 

(O，+ o。) 内 的 任 一 解 均 可 表 示 为 (C1 + 

C2̂lnt) t (￡)+f2 r 】 r)，其中 l、c 是任意常数， 

(自熟科 学 版 ) 2000年 

(r)、 ( )∈ C。 。 0，+。c)， (0)= “])= 1，h是 

一 定值，且当 1一 2≠0，1，2，⋯时 ，̂ =0，当 【̂= 

时，h =1。 

证 令 = H t ，则方程(8)变成 ： 

， +P( ) + 7(f) =0 

其中 

P( )=P(r)+2 1∈ c [0，十。。) 

口( 】= 

-=u ∈ [o，+ j 

注意到 】+ 2=I—p(。)，故；(0)=p(o)+2 Al= 

1一 2̂+1，所以 尺 (o)≥ l且 P= (o)⋯1 1 

一  

， ，由定理 2即得证 。 

若 p( )，g(t)∈c [0，+o。)，̂1、̂!是指标方程 

(̂ 一1) p(o)̂ 叮(。)=o的根 ．Rd【≥ R !，则 

如下奇性初值问题 

I r “， +tp(r)“ q(r)“=0 

【 l u r一0= “n∈C 

在 r C{0，+oo)n f (0，+∞)内存在唯一解 f = 

；(r)，且；( )∈t C [0， o。)。 
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Form of Solutions for the Second Order Singular 

Ordinary Differential Equations with C。。Coefficients 

XfANG Chang-he 

(Department of Mathematics，Chongqing Normal University
，Ch。“gqing 400047，China) 

Abstract：The paper proves that if声(r)、q( )∈C and l、̂2 alt rcots of index equati。n (̂̂ 一1) (。)̂ +口 

(0j=0，R 【≥R 2，then a1【soluti。n8。f equati。n r。“ +f声(r)“， g(r)“=o n(0，十∞)can be expresSed bv 

【f】 f2hlnt) · (r)+c2t'；a (￡)，where 】，c2 are arhmary COtlstatlts
， ( )、 (r)∈C∞[0，+∞]， (。)= (O) 

1，̂ is a fixed value and h 0 when l̂一 2̂≠ 0
， 1、2， 、h：1 when“ =A2． 
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