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均匀电介质椭球内的极化场强的求解 
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摘 要：采用椭球坐标经推导严格求出了均匀外电场中电介质椭球体内的极化场强．明确指出某 

些教科书关于椭球体内极化场强方向与外电场方向严格相反这一结论，必须附加一定每件才能成立。 

通过采用用格计算方法与变步长相姑合，计算了极化场强方向与外电场方向的方向夹角，并分析了谊夹 

角随椭球体三半轴 t'2、6、c的变化趋势。 
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均匀电介质处于外加电场(En)中时，电介质极 

化，其电介质表面出现极化电荷 ，在其周围空间产生一 

个附加电场 E ，这时空间任意一点的电场为 

E =Eo+E (1) 

其中E 与极化电荷有关，极化电荷又与电介质的极化 

强度 P有关，由于电介质是在电场作用下极化的，所 

以极化强度 P必然决定于介质中的总电场强度E。由 

此可见，介质中的总电场强度 E，外加电场 ，介质中 

的极化电荷以及介质的极化强度 P之阀存在相互作 

用相互制约的关系。关于 E 与E。的关系，一般来说， 

在介质内部，E 与 大致方向相反，所以极化电荷在 

介质内部产生的附加电场 E 总是起着减弱场强的作 

用 因此，介质内E 常称为(退)极化场。有的教科书 

认为：“任意几何形状的均匀电介质，在均匀外场中极 

化时，其体内的E 只是太体上与 方向相反，对于球 

和椭球等几种特殊的几何形状，体内的 E 是均匀的， 

它严格地与 方向相反 。”笔者认为对椭球体而 

言，上述结论必须附加一定条件才能成立。对于椭球 

体，一般说来，E 与E 的方向井不严格相反，只有当 

E0与介质椭球的某一主轴平行时，E 与E 的方向才 

严格相反。文献[2]采用椭球坐标系求出了回转椭球 

体(n>6= )的退极化系数。我们采用椭球坐标求解 

了一般椭球(n≠6≠ c)内的退极化系数，获得了椭球 

体内极化场强的数学表达式；依据 口、6、c的不同值． 

采用网格计算法计算了椭球内的极化场强 E 与外电 

场均匀E 之问的夹角，并分析了该夹角随n、6、 的变 

化趋势。 

1 均匀外场中的椭球极化 

在笛卡尔坐标系中，均匀电介质椭球体为 + 

+ ≤ 1，其中n、6、 为椭球的3个半轴。我们选择坐 
C一 

标的顺序，使得 n≥ 6≥ ，并且暂时不讨论 3个半轴 

中有相等的情形。又设椭球体置于均匀外场 E”= 

(Eo ，Eo ，E0 )中，椭球体内的介电常数为 e=e 。， 

椭球体外为真空。欲求解总场强 E，须先求解电势 = 

( ， ， )的分布 ，椭球内外的电势 =( ， ， )满 

足拉普拉斯(I．aplac)方程及如下定解条件 

口 ： 0 

1： 2 (在椭球表面处) ，̈  

： 0 (在椭球表面处) 。 仕佣罐衣 姬 

其中 1， 2分别为椭球体内外的电势。根据上述边界 

条件，引入椭球坐标系t ( ， ，f)，它与笛卡儿坐标系 

的关 系是 

=±[ 圭±皇!!f翌±璺：2f兰± ：2 (6 
一 口 )(f 一“。) 
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=±[ 

z：±[ 

( +6 )( +6 )( +6 1／2 (3) 

由于( ， ，})为正交曲面坐标 ，所 以长度元 

dZ =hi(d ) +h；(d ) +h；(d}) 

其中 

牡  ， 

；̂：f =￡2f = 

R = (u a j( + b‘)(u c ) 

( = ， ， ) 

由(3)式可求出椭球坐标系的 Laplac算子为 

= w[( 丢( 丢)+ 

c ( )+ 

c —r／)R~委( r剖 

(4) 

(5) 

(6) 

w 瓜÷ 
设椭球中心为电势零点，则外电场 E 的电势为 

1 ；在椭球外有 2= 2 2， 2：。在椭球内， 

椭球外的总电势分别为： 

1 = 0 = I ’ 

l0) 
2 = 0 + 2 = 2 + 2y + ： 

椭球 内，外总 场强分别 为 El= grad~】，E 2=一 

grad92。显然 

 ̂ = 0 + 礼 = 0 + 扣 

= 0 + ( = 1，2) (10 ) 

对于均匀介质，极化电荷体密度 p ：0、所 

∞ =0 (11) 

根据静电场第一类边界条件解的唯一性原理。 ，进而 

有 

 ̂ = 0，  ̂ ： 0， 

p l =0，( = 1，2) (12) 

先求(12)中第一组方程 

1 =0， 2 =0 (13) 

的解。由于与上述椭球共焦点的二次曲面分别为 3个 

正交的椭球族、单叶双曲面族、双叶双曲面族0 ，考虑 

到边界条件及对称性的要求， 及第一类边界条件下 

解的唯一存在性，可设 

 ̂( ， ，})= 0 ( ， ，}) ( )，( =1，2) (14) 

将(14)代人(13)．注意到 

。 

： ‘+r ‘E。 E。 E。 一 ：⋯W[c 一 ， 去( 杀c 。 F
。 )+ 【 0 + 0 0 ) (7) V l = l 一‘J 1 【 0 I J 

川  ， 0 分别为外电场 的分 向量 E0』，E0』 

E0 相应的电势。即 

0 = E0 r = 

0 = Eo = 

0 = 一 E0 = 

墨 !!： !! !： 
_二_ 

皇 ± 

_=_ 两  

Eo !!±匹  
二_ 

+ ) 

(8) 

若极化电荷产生的电势为 

= + 
： 

(}一 ,9

＼R ( ̂ ))+ 

( 一 委(Rf委( F1))]= 

F1( ) 蛳 + 等 ( )R~ dF1 t 

z 案+ 誓) 
一  

a 2 Ⅱ + 

等：孚(走 + +走 ) ： =0 l J 

(9) 于是得到 F
1( )满足如下微分方程 

苎 嚣 E' oyj, d2Fl(~)E ， ：o 15， 0 相应的电势。在椭球内有 】= + +— ； 一+ i(In( (n + j))— = ( ) 
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同理 

+ ( n )) ： 。 (15，) 联立求解(20)，(21)式’有 

笛卡尔坐标系的原点(0，0，0)对应 于椭球坐标( =一 

n ， =一b ， =一C2)， 为椭球内的调和函数，满 

足 】 l(0．D
，

o)有 限，也 即 要 求 0 ( ， ，f)F1( ) 

l(一 
． 一 ． ． )=有限，进而要求 F1( )l∈⋯  =有限， 

由(15)式可知，在椭球内F ( )满足， 

有 F ( )= (常数)。 

2001虫  

一  

。 ( 一 r (
22) 

。： 一 (E_二￡f 

db r d 

丁 J。 而  

1 于是求得 
= 0，即 E

0 

在椭球外部 >0， >0，r>0，F2( )满足连 

续，可导的要求。对(15 )式进行积分运算，有 

dF2(}) c 2 

— 一 两 可 
C 

南 (16) 
由于极化电荷激发的场强 E 和电势 在无限远处趋 

于0，lira 2 ：0．因而|iraF2(})=0，再次对(16)式 

进行积分，得 

cz』 ∽ 
根据广义积分收敛的判定定理[ ，上式中的被积函数 

／2

瓦 ：o可判定(17)式为收敛积分。这 

样 ，由(1O )，(14)式，有 

1 = 0 I ： (1+ ) o ： C1 0 (18) 

： = + ： = ( +cz』 ) 。 
(19j 

由边界条件 1 l< 
，
o．0)： 2 『( 

．0．o)，笛卡尔坐标(z 

d， ：0，z=0)，对应椭球坐标(￡=0， =一b ． 

f：一c )，可得 

c一： czo 

利用电位移矢量 D的法向分量在椭球面上连续的特 

性，以及(2)式的边界条件井注意到 

a 1 }
( ．o] 

ec =警 1 ‰ ) ， 

1 (23) 

‰ = ‰ 1 
(24) 

采用推导 (14)～ (24)类似方法，可求得 ， ! 

I：， 。这样 ，空间的电势分布为 

E0E0一 

—  F 一—  ! (25) 
0+(e一 o) v o+(e一 o) ： 

一  J 

E。 il 

其 中 

r l 、 

一。)J 

abe r d 

__J。 南 ’ 

⋯abc f~ 

I —— L  
J R (b ) 

』 R Jf (f!+}) 

坐 f 一  
2 J n R (n ) 

(27) 

(26)式中的 3个变下限积分均是收敛的。积分结果中 

出现的自变量 ， ，r应利用(3)式的逆变换化成自变 

量 ， ，z。使得 2= 2(z， ，2)。又因 n n：均 

只与椭球常数a，b，c有关，并且根据(27)式将椭球整 

体放大 K倍 ，” ，n ．n：不变。这样 ．可由(25)式进 行 

负梯度运算求得介质椭球内的电场分布 

=  警 + 
+ ) 

丽 等 

— 一 

一 

一 

．= 
旦 
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又因为 E ：E。+E，，可得介质椭球内的极化场强 此时 0= ，E 与外场E。方向相反。同理，当外场 Eo 

一 ， 

(￡一￡0)” 0 ． 沿 轴或 轴正方向时，cos 一l， 。 
一

一

￡0 4-(￡一 0h ‘ 2
． 1 2 一般情况下 

!二 ! ， _二 旦! 譬  (29) 风的方向余弦分别为c。 。= ／。En。’。∞p= 

由于 l， 2既满足拉普拉斯方程，又满足边界条件，根 E，的方向余弦分别为 

据唯一性原理。 ’ ， 】， 2具有唯一确定性。因而由 
，  1 (e ￡o)E 

(28)式表示的椭球内的极化场强即为所求。上述计算 一 K =— 

结果表明：椭球内的极化场强仍然是均匀的。 cosfl"=一 二尝  
2 计算与讨论 1 ( 一e。)E。： 

2 1 椭球内的极化场强 与 匀外场E 的夹角 (其 ) ； 
E 和E。的夹角 目可表示为 当椭球半轴 ≠ ≠ 时

一  ≠ ，因而 

= ! ～cosa'≠ 一COS~'≠ ～cosT'eosfl cost CoSa ． 

。。目：-=三 三二 ( ： ，v， )(3o) 这时有 

2 2 数值计算结果 

√ ( — 州3【) 笔 篓=期q3／3栅=0 
． 577 

2．1 1 当外场E0沿 轴正方向时 35。采用网格计算法 与变步长相结台，用微机计算 

c。s ：
TarNS(a，6，f)所对应的 aq

．

r，r／y~n 以及求出了相 

一 去 — 一 嚣 篙0 00’ 瓜 “ 雁 
o~ t

叫

ge r． 制在 I￡0+(￡ E0) ／ l 短程厅，便戳研职壹司}畀院歪0tu住捌 

e ：3．3．外电场方向与三坐标轴正方向夹角相等 

(注：为便于对比，表中同时列出了橡胶介质球体(n；6； )的相关计算值) 
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从表中可见 ： 

1)除严格的球体(a= b=c)其夹角 0=180 

外，其于椭球体极化场强 E 与外场E。的夹角并不严 

格相反，其夹角与 180 有显著差异。 

2)椭球的三个半轴n，6，c的差别愈小，即椭球与 

严格球体愈接近，则 的值与 180‘的值比较接近，反 

之， 的值与 180。的值偏离愈大。例如(n，b， )=(3， 

2．5，2 5)时 ，0=176。，而(d，b，c)：(8，4，1)时，0= 

149 。 

3)将椭球体整体放大或缩小，0的值不变。例如 

(口，b，c)分别等于(2．5，1．5，0．5)，(5，3，1)，(10，6，2) 

时， 的值均为 155。；(a，b，f)分别为(2，l，0 5)，(4， 

2，1)时，0的值均为 158‘；(d，b，c)分别为(2 5，2，1)， 

(5，4，2)时，0的值均为 165。。这与前述严格的理论证 

明是一致的。 

3 结论 

经过严格求解均匀外电场中电介质椭球体内的极 

化场强，说明椭球体内的极化场强是均匀的。E 的方 

向一般说来与外电场E 的方向并非严格相反。通过网 

格计算法与变步长相结合进行数值计算，进一步说明 

椭球的三个半轴 ，b，C的差异愈大，极化场强 E 与 

外场日．的夹角 与 180 的偏离愈太： 
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Solution the Polarization Field Strength 

inside~llipsoid in a Homogeneous Dielectric 

HU Wen—fiang ， Xian—quart 

(1 Department of Electronic Information Engineering，Chongqing University of Post and Felecommunic 10ns 

Chongq[ng 400065，China；2．Department of Physics
， Chongqing Teachers‘Coilege，Chongqin 400047，China) 

Abstract：The solution of polarization field strength in ellipsoid and a homogene。us die1ectric in conditi0n。f a con． 

stant extermtl field is obtained with strict derivation and elIipsoidal coordinate
． The c0nclusion that s0me tex )。。ks 

given：the direction of polarization fidd strength with the direction of external field holds strict anti—DaraIIe1 n，usL he 

supplemented with additive certain COndit[ons，otherwise it will not be correct By means of the latticework al1d 【he 

t P h。nge calculation，the angle value of polarization vector with the externa1 field is calculated and the changing 

Sittlatlon about the angle value with the change of three half axes of ellipsoid is anaIvs ed
．  

Key words：dielectric；dielectric po [arization；po larization field strength；relative permittivity；ellipsoldal coordinates 
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