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离散傅立叶变换(DFT)计算中一些问题的论证’ 

钟 佑 明，汤 宝 平，秦 树 人 
(重庆天学 机械学院刺试中心，重庆 400044) 

摘 要：在时频信号分析领域中．DFT是一个常见的术语，尤其是在它的高教算法 FFr出现以后， 

信号分析中的其他运算也常常尽可能转化为DFT以提高运算速度。但砟者在开发虚拟频谱分析饭中 

了解到．对DFr厦其逆变换(IDFT)的计算存在着两套公式，导致不同信号分析人 员，或不同时额信号 

分析仪计算 出的 DFr结果不一致．其物理意义也不分明。作者首先 阐述 了以前文献中定义 DFT时所 

依据的周期延拓原理。然后分刺用待定系数法和类比演变法论证了在周期延拓原理的认识下，DFT的 

计算，̂＼式采用式(3)更具合理性，指出并纠正了以前诸多文献中定义DFr计算公式时，推导过程 中存在 

的一个不当之处，对以前认为DFT及其 IDFT的计算存在两套公式是一种习惯的不恰当观点加以了澄 

清．最后以三个算例直观地验证了作者观点的正确性。 
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DFT是数字信号分析与处理中基本的时一频变 

换，基于DFT的快速傅立叶变换(FI )在工程中已大 

量使用，并有现成的程序。但作者在开发虚拟频谱分 

析仪中了解到 目前关于 DFT及其逆变换 IDFT的计 

算存在着两套公 式：在大多数数字信号 分析的文 

献 q 中给出的 DFT和 IDFT公式为 
¨一1 

别在数学领域中是容易接受的，但在工程领域中，同一 

问题存在两个计算公式是难以理解的。由于 DFT两 

套计算公式的长期并存，也使得 目前不同信号分析人 

员，或不同时频信号分析仪计算出的 DFT结果不一 

致，其物理意义也不分明。针对这些问题，作者查阅了 

文献 。在此提出一些个人的见解与同行讨论。 

x( ：∑z( )exp(一 2 b／N) (1) 1 定义DFT计算公式所依据的周期延拓原理 

( )=1／N[∑x(k)exp(j2 ／N)] (2) 

在文献[ · 中给出的公式为： 

x(i)；1／N z(n)exp(一j2~kn／N) (3) 
n o 

N—I 

( )=∑X( )exp(j2nkn／N) (4) 

其中，n， =0，1，2。⋯。N 一1。 

容易证明L ，这两套公式是成对的，即每套公式 

中正变换成立，则逆变换也一定成立，反之亦然(因此． 

下面只讨论 DFT)。它们的差别仅仅是一个系数，前 

者将之放在 DFT中，后者将之放在 IDFT中。这种差 

DFT针对的是有限长数字信号的傅立叶变换或 

傅立叶时频分析问题。但以前的傅立叶变换是定义在 

整个时间轴上的，而且一般针对的是连续信号，在此基 

础上如何给出有限长离散信号的傅立叶变换即 DFT 

的计算形式呢。以往多数信号分析文献中是按如下所 

述进行分析的_7】： 

对时间函数和频率函数的关系按连续性或离散性 

分为4种情况：连续时间与连续频率。离散时间与连续 

频率，连续时间与离散频率和离散时间与离散频率。 

由傅立叶级数知。连续周期时间函数对应离散非周期 

频率函数；由傅立叶变换知，连续非周期时间函数对应 

连续非周期频率函数；可见周期性与时间函数或频率 
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函数的连续性或离散性有关：周期对应离散，非周期对 

应连续 ，因而推知，离散非周期时间函数对应连续周期 

频率函数；离散周期时间函数对应离散周期频率函数。 

在这一推断下，提出对有限长数字信号作周期延拓处 

理．即将有限长数字信号作周期延拓变成周期信号，从 

而利用傅立叶级数导出计算有限长数字信号傅立叶变 

换(DFT)的公式，作者称这样导出DFT的依据为周期 

延拓原理。这一原理已为一般信号分析人员所认同， 

因为在这一原理下，对周期时域信号和周期频域信号 

都只需在其中的一个有限周期上进行分析或运算，而 

不会损失任何信息，这正是工程信号分析和处理中所 

希望的。 

2 周期延拓原理下 DFT的计算公式 

2．1 用待定系数法导出 DFT的计算公式 

基于周期延拓原理，可用待定系数法导出DFT的 

计算公式。对以 ( )( =0，1．2，⋯，Ⅳ一1)为周期 

的一般的周期序列 ，设其线性组合具有形式 
Ⅳ一t 

( )=∑X(k) ( )= 
^一0 

x(k)exp(j2~kn／N) (5) 
^一0 

由于序列 ( )仅在 =0，l，2，⋯，N一1的范 

围以内取值 ，所以式(5)中 的取值范围是k=0，1，2， 
⋯

，N 一1。在式(5)中依次取 =0，l，2，．--．N —l，得 

N个关于x( )(k=0，1，2，·--，N—1)的N元方程。 

组成关于 x(k)(k=0，1，2．⋯，N 一1)的 N元方程 

组，利用 exp(j27tn／N)的正交性 

x(kft)=∑ (nT+)exp(一j2Ⅱ T ) (9) 
= o 

由式(8]导出式(9)的理 由是 ，根据前面的论述 ，离散 

周期时间函数对应离散周期频率函数，因而在式(8) 

中对时间函数和频率函数分别以一个周期代替即得式 

(9)。式(7)、(8)、(9)中 f1=1／T1是离散频率间隔，T， 

是离散时间间隔，T̂ =1／N，于是由式(9)就可导出 

公式(1)。但这一类推的过程有一个小的缺路，因为离 

散周期时间函数对应离散周期频率函数并不意昧在式 

(8)中的取值范围可用 0～N 代替。事实上，将式(8) 

中 的取值范围从 ⋯ oo改为 0～N意昧的是将 

时间序列 ( T )(一一< <一)在0～N 之外的 

值视为 0，这仍然是非周期时间序列，没有得到周期时 

间序列的傅立叶变换。 

事实上，如果不从式(8)出发．直接从式(7)出发． 

用类比和演变的方法很容易推导出DFT的计算公式。 

原因是：两者都是周期时域信号，而积分是离散的极限 

情况。因此如对式(7)作如下类比和演变： 
一  N一1 

T 一N ，J 一 0， — ，出一丁J T 
=  

x(圻 )： 小  2 kfl 

1∑ ( T,)exp(一j2 kfl )= 
』 

^=0 

蓦 聃xp(_协 N) 

薹exp(j2nkn／N)={ N (6) 3 就DI叮两套计算公式并存原因的讨论 
能够唯一解出式(3)。 

2．2 用类比和演变的方法导出 DFT的计算公式 

在2．1中，解是唯一的，那为什么会出现计算公式 

(1)呢 作者对此作了探索，发现在较多信号分析文献 

中采用的是以下导出DFT计算公式的过程或类似过 

程 ： 

连续周期时间函数的傅立叶变换(实为傅立叶系 

数)为 
1 ， 

X(kf1)=寺l (t)exp(一j2~kflt)dt(7 ⋯ T
】 

离散非周期时间函数的傅立叶变换为 

x(，)=∑ (nT,)exp(一j2 rifT,) (8) 

因而离散周期时闭函数的傅立叶变换为 

， 

由以上分析可以认为，DFT两套计算公式并存的 · 

原因之一是有些推导过程的不完善。也有一些文献在 

周期延拓原理下，导出有限长数字信号的傅立叶变换 ． 

计算形式为式(3)，但仍采用式(1)作为 DFT的计算公 

式，认为这只不过是一种习惯。这在数学领域中是容 

易接受的，但在工程领域中就容易引起混淆。尤其是 

现在 DFT应用已远远超出时频变换的范围，如果认为 

工程中进行 DFT时常采用计算公式(3)是一种习惯， 

就难以解释在其它运算中 DFT应采用何种形式。所 

以，作者认为DFT及其 IDFT的计算存在两套公式是 
一 种习惯的观点是不恰当的。 

4 算仞 

下面用算例验证，在周期延拓原理下，DFT计算 
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公式(3)的合理性。 

倒 1 正弦信号 z( )=sin(2~ft)，其离散形式 

z(n)=sin(2 n／M)，式中M是正弦信号每周期采样 

点数。以下分别按式(1)、(3)绘出 (17,)的离散频谱 

(如图1)，其中，颡谱的幅值指 FFT频谱的绝对幅值， 

即虚、实部矢量和的模 ，N表示采样点数 ，fk=k／N。 

既然有限长数字信号是看作以这段信号为周期的 

周期序列进行处理的，所以对正弦信号，只要采样的时 

窗长是正弦信号一个基本周期的倍数，无论是 1个基 

本周期，2个基本周期，还是3个基本周期，实际处理的 

都是同一正弦序列如图 2。 

因而它们的频谱应相同，图 l(b)正反映了这一 

点 ，而图 l(a)则没有 。 

200 

(a) 0 

— 200 

J 

rbj 0 

圉 1 时窗长为正弦周期的倍数， 

分别按式(1)、(3)计算的离散频谱 

①M ：100，N=100，时窗长：1个正弦周期 

@M：100．N：200，时窗长：2个正弦周期 

③M=100，N=300，时窗长：3个正弦周期 

图 2 计算机实际处理的都是周期为2 的正弦序列 

①时窗长为 1个正弦周期(2 ) 

②时窗长为 2个正弦周期(4 ) 

③时窗长为 3个正弦周期(6 ) 

上图中用虚线表示离散序列(下同)。 

倒2 在例 l中，如果采样的时窗长不是正弦信 

号一个基本周期的倍数，得到的结果如图3所示
。 

图3(b)3个频谱与图 l(b)相似且各不相同，因为 

3 

这时它们处理的序列虽与正弦序列有部分联系但不再 

是正弦序列，也不是同一周期序列。各次实际处理的 

是如图4所示的不同周期序列。 

图 3 时窗长不是正弦周期的倍数 ． 

分别按式(I)、(3)计算的离散频谱 

①M=100，N=60，时窗长：0 6个正弦周期 

②M =100，N：s0．时窗长：0 8个正弦周期 

③M=100，N=120，时窗长：1 2个正弦周期 

图 4 计算机实际处理的是周期 

各不相同的非正弦周期序列 

①时窗长为 0．6个正弦周期(1 2 ) 

②时窗长为 0 8个正弦周期(1．6 ) 

③时窗长为 1．2个正弦周期(2 4Ⅱ) 

例 3 单边指数信号 

，= ； ： 
其离散表达式为 

( )： l一 >0(M为采样率) 
。 0 ≤ 0 

因为离傲可以看着是对连续的采样，考察采样信 

号位于时间[0，10]秒内的一段情况(N 表示采样点 

数)： 

表 1中，各次采样都可以看着是从如图5所示的 

同一周期信号的一个周期中抽取的。由表中可以得出． 

按式(3)计算，随着时间分辨率的提高，频率的绝对橱 

值接近连续情况的频率绝对幅值： 
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表 1 两种 DFT计算公式的比较 

2001 

0 Hz 0．1 Hz 0．2Hz 0．3 Hz 否愿与同行讨论。 

0 1 0．084 7 0 062 3 0．046 9 

图 5 以 (t)=exp(一 ) 

(0≤ ≤ lo)为基本周期的周期信号 

而按式(1)计算得不到这样的结果。 

3 结束语 

本文针对目前信号分析领域中DFT两套计算公 

式并存的原因进行了分析，并论证了在周期延拓原理 

下，DFT的计算公式采用式(3)更具合理性。作者还 

就一些文献中的观点提出了一些个人见解，其正确与 
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Some Discussion On the Calculation of the Discrete Fourier Traitsform(DFT) 

ZHONG You-rning，TANG Bao-ping ，QINShu-ren 

(Test Center，Chongqing University，Chongqing 400044，China) 

Abstract：In the field of signal analyies for time—frequency，the DFT is a famikar term
． Especially，when its efficient 

algorithm F订 given，the other operations in~gnal analyses~Ll'e also usually translated to DFT as soon as possible So 

as to enhanee the calculating speed．But in our exploning the virtual instrument for time—frequency analyzing
． two 

SOrts of forlTlulas to calculate DFT and its inverse transforrn(IDa )are found These reeuhs are in different value 0f 

operation from different signal analysts or fTom different instruments for time-frequency analyzing
， their Dhysical 

meaning are alSO not clear enough．The period extent theory~aome previous document based on when defined DFT LS 

firstly expatiated-Then，separately with future defining coeffident method and analogy- evolvement method．the an- 

thors argue thatt based on the period  extent theory，it is more rational to cedeulate D r with the forn u1a given A 

shortage ls pointed Out and corrected is appeared in some previous documents when ha~ng given the formula of DFT 

The improper view is also clarified that the r~tson why there are two SOrts of formulas is make by custom The raft。
一  

nality 0f the authors view with three examples is visually verffied in the end 

Key words：the discrete fourier transform ；limited digital signal；the Deriod  extend theory 
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