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摘　要 :研究排队系统 E
ξ
k/ M/ 1 ,给出该系统的队长、忙期、等待时间的分布以及其它一些结果。
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　　关于排队系统的文章已经很多 , 但是对于

E
ξ
k/ M/ 1排队系统至今进行研究得不够深入。Eξk/ M/ 1

排队系统是这样的系统 :其到达间隔时间序列{ Tn , n

≥1 ]为 i·i·d·随机变量序列 ,且 T1服从参数为λ

的 k阶爱尔朗分布 ,即 T1～Γ( k ,λ) ,每次到达ξ个顾

客 ,ξ为取正整数值的随机变量 ,记 r = E(ξ) , r
( i) =

E[ξi ] , i = 2 ,3. ,系统只有一个服务台 ,顾客的服务时

间序列{ B n , n ≥1} 为 i·i·d·随机变量序列 ,且 B1

服从参数为μ的指数分布 ,即 B1～Γ(1 ,μ) 。并设{ Tn ,

n ≥ n}、ξ、{ B n , n ≥1} 相互独立。

设{ X ( t) , t ≥0} 为到达过程 ,即 X ( t) 表示在时

间区间 (0 , t ]中到达系统的顾客数 ; { N ( t) , t ≥0} 为

参数是λ的泊松过程 ,并用珔X ( t) 表示在 (0 , t ]中到达

系统的顾客批数 , Q表示一个顾客被服务完离开系统

时系统中的顾客数 (队长) , W 表示一个顾客的等待时

间的长度 (即从该顾客到达系统时起一直到他开始被

服务时止这段时间) 。_ 表示由一批 (ξ个) 顾客引出的

忙期的长度 (即当系统处于闲期时 ,从系统开始到达一

批顾客时起一直到系统中又没顾客时止这段时间) ,θ

表示由一个顾客引出的忙期的长 (即从服务台为一个

顾客服务时起一直到该顾客以及由该顾客引出的所有

顾客都被服务完时止这段时间) 。ξ、Q 的概率母函数

(PGF) 分别记为ξ( z) 、Q ( z) , W、_ 、θ的拉普拉斯
———司蒂阶变换 (LST) 分别记为 W 3 ( s) 、_ 3 ( s) 、

θ3 ( s) 。并设δ =
λr
ku

< 1。

1　几个引理

引理 1　设ζ1 ,ζ2 , ⋯,ζk为 k个 i·i·d·随机变

量 ,且ζ1～Γ(1 ,λ) ,则∑
k

i =1

ζi～Γ( k ,λ) 。

引理 2　设 N ( t) 表示在时间区间 (0 , t ]中到达某

服务台的顾客数。{ Tn , n ≥1} 为相应的顾客到达的间

隔时间序列 ,则{ N ( t) , t ≥0} 为具有参数λ的泊松过

程的充要条件是{ Tn , n ≥1} 为 i·i·d·随机变量序

列 ,且 T1～Γ(1 ,λ) 。

证明见[1 ]中第一章 §2。

引理 3　P{珋z ( t) = j} = ∑
( j+1) k - 1

i = jk

e2λt (λt) i

i !
(1)

证 　由引理 1知 T1是 k个相互独立同服从参数

为λ的指数分布随机变量之和 ,所以每批顾客必须通

过 k个介绍站 (称为相位) 才能到达系统 ,而通过每个

相位的时间相互独立均服从参数为λ的指数分布 ,且

当前一批顾客通过 k个相位到达系统后才允许下一批

顾客向第一个相位前进。由引理 2知 ,如果把批顾客在

(0 , t ]中通过的相位数作为一个过程{ N ( t) , t ≥0} 在

(0 , t ]中到达的顾客数 ,则{ N ( t) , t ≥0} 是参数为λ

的泊松过程 ,且{珔X ( t) = j} = { jk ≤N ( t) ≤( j + 1) k

- 1} ,从而 (1) 式得证。

引理 4　设 y表示在一个顾客的服务时间B 中到

达系统的顾客数 ,即 y = X ( b) ,则 y的 PGF为

y ( z) =
1 - gk

1 - gkξ( z)
, g =
λ
λ+ u

(2)

证 　由全学期望公与引理 3 ,得

y ( z) = E[ zy ] = E[ zX ( b)
] =∫
∞

0
E[ zX ( t) ]μe -μtd t =

∫
∞

0 ∑
∞

j = 0
E zz ( t) | 珔X ( t) = j P{珔X ( t) = j}μe -μtd t =
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∫
∞

0 ∑
∞

j = 0
E[ z
ξ

] j ∑
( j+1) k - 1

i = jk

e -λt (λt) i

i !
μe -μtd t =

∑
∞

j = 0
[ξ( z) ] j (1 - gjk) gjk =

1 - gk

1 - gkξ( z)

　　引理5　设 B - 、B +分别为服务时间 B的年龄 (逝

去时间) 与剩余服务时间 (剩余寿命) ,则 B - 、B + 的

LST为

B 3
- ( s) = B 3

+ ( s) =
12B 3 ( s)

S E( B) =
μ
μ + s

(3)

　　证明见文献[2 ]。

2　主要结果及其证明

定理 1　Q的 PGF为

Q ( z) =
[1 - gk - rgk ][1 - ξ( z) ]
r[1 + zξ( z) gk - gk - z ]

, g =
λ
λ+μ,ρ < 1

(4)

且 E( Q) =
2 r2 gk + (1 - gk) ( r

(2)
- r)

2 r (1 - gk - rgk)
,

g =
λ
λ+ u

,ρ < 1 (5)

　　证 　设 Qn为第 n个顾客服务完离开系统时系统

的队长 , yn为在第 n个顾客服务时间中到达系统的顾

客数 , {ξi , i ≥1} 为 i·i·d·随机变量序列 ,且均与ξ

同分布 ,并设函数ε( x) 为

ε( x) =
1 x > 0

0 x ≤0
(6)

则有关系式 :

Qn +1 = Qn - ε( Qn) + yn +1 + (ξ - 1)ε(1 - Qn)

(7)

因为 yn+1 = X ( B n +1) 与 Qn ,ξ相互独立 ,由引理 4 ,

Qn +1的 PGF为

Qn +1 ( z) = E( zQ
n+1) = E( zy

n+1) E zQ
n

-ε( Q
n
) + (ξ- 1)ε(1 - Q

n
)

=

1 - gk

1 - gkξ( z)
ξ( z) - 1

z
P[ Qn = 0 ] +

1
z

Qn ( z)

在条件ρ < 1下 ,令 n →∞,记

Q ( z) = lim
n→∞

Qn ( z) , P{ Q = 0} = lim
n→∞

P{ Qn = 0}

得 Q ( z) =
1 - gk

1 - gkξ( z)
ξ( z) - 1

z
P{ Q = 0} +

1
z

Q ( z) (8)

解出 Q ( z) ,得

Q ( z) =
(1 - gk) P{ Q = 0} [ξ( z) - 1 ]

z - gkzξ( z) - 1 + gk (9)

在 (9) 中令 z = 1可得

P{ Q = 0} =
1 - gk - rgk

r (1 - gk)
(10)

将 (10) 式代入 (9) 式立得 (4) 式。由 (4) 式可得 (5) 式。

定理 2　θ、_ 的LST分别满足方程 :

θ3 ( s) =
u[ ( s +λ+μ) k - λk ]

( s +μ) { ( s +λ+μ) k - λkξ[θ3 ( s) ]}

(11)

_ 3 ( s) =ξ
μ[ ( s +λ+μ) k - λk ]

( s +μ) [ ( s +λ+μ) k - λk _ 3 ( s) ]

(12)

且 E(θ) =
1 - gk

μ(1 - gk - rgk)
,ρ < 1 (13)

E( _ ) =
r (1 - gk)
μ(1 - gk - rgk)

,ρ < 1 (14)

　　证 　因为忙期与服务顺序无关所以依如下顺序

进行服务。在某个顾客 A的服务时间B中 ,可能到达系

统若干批顾客。当 A被服务完后 ,接着为第一批顾客服

务 ,当第一批所有顾客以及由第一批顾客引出的所有

顾客都被服务完后再为第二批顾客以及由第二批顾客

引出的顾客服务 ,依此类推 ,于是有

θ = B + _ 1 + _ 2 + ⋯+ _珔X ( B) (15)

其中 _ i为在A的服务时间B中到达的第 i批顾客所引

出的忙期 ,易见 _ 1 , _ 2 , _ 3 , ⋯相互独立且均与 _ 同
分布。珔X ( B) 表示在 B 中到达的批数。又因每批有ξ个

顾客所以有

_ = ∑
ξ

i = 1

θi (16)

其中θ1 ,θ2 ,θ3 , ⋯相互独立且均θ同分布。由 (15) 式 ,

得

θ3 ( s) =∫
∞

0
e - st E e - s ( _ 1 + _ 2 +⋯+ _珔X ( t)

) μe -μtd t =

∫
∞

0
μe - ( s +μ) t∑

∞

j = 0
E e - s ( _

1
+ _

2
+⋯+ _

j
)

P{珔X ( t) = j} d t =

∫
∞

0
μe - ( s +μ) t∑

∞

j = 0

_ 3 ( s) j ∑
( j+1) k - 1

j = jk

e -λt (λt) i

i !
d t =

∑
∞

j =0
[ _ 3 ( s) ] j ∑

( j+1) k - 1

i = jk

μλi

( s +λ+μ) i +1 =

μ[ ( s +λ+μ) k - λk ]
( s +μ) [ ( s +λ+μ) k - λk _ 3 ( s) ]

(17)

由 (16) 式得

_ 3 ( s) =ξ[θ3 ( s) ] (18)

将 (18) 式代入 (17) 式立得 (11) 式。再由 (18) 式与 (11)

式立得 (12) 式。

因为 E 珔X ( B) =∫
∞

0
E 珔X ( t) μe -μtd t =

∫
∞

0
μe -μt∑

∞

j =0
j ∑

( j +1) k - 1

i = jk

e -λt (λt) i

i !
d t =
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∑
∞

j = 0
j ∑

( j+1) k - 1

i = jk

(1 - g) gi =
gk

1 - gk (19)

由 (19) 、(15) 与 (16) 式 ,得

E(θ) =
1
μ + E( _ ) E[珔X ( B) ] =

1
μ +

gk

1 - gk E ∑
ξ

i =1

θi =
1
μ +

rgk

1 - gk E(θ) (20)

由 (20) 式解出 E(θ) 立得 (13) 式。由 (13) 式与 (16) 式

立得 (14) 式。(13) 式与 (14) 式也可分别由 (11) 式与

(12) 式求得。

定理3　设 M为在θ中服务完的顾客数 ,∑为在
_ 中服务完的顾客数 ,则 M、∑的 PGF分别为

M ( Z) =
z (1 - gk)

1 - gkξ[ M ( z) ]
(21)

∑( Z) =ξ
z (1 - gk)

1 - gk∑( z)
(22)

且 E( M) =
1 - gk

1 - gk - rgk ,ρ < 1 (23)

E(∑) =
r(1 - gk)

1 - gk - rgk ,ρ < 1 (24)

　　证 　类似于定理 2的证明 ,有

M = 1 + ∑1
+ ∑2

+ ⋯+ ∑珋z ( B)
(25)

与 ∑= ∑
ξ

i =1
M i (26)

其中 M1 , M2 , M3 , ⋯相互独立且均与 M同分布 ,∑1
,

∑2
,∑3

, ⋯相互独立且均与∑同分布。从而可证定
理 3。

定理 4　在先来后服务非抡占的情况下 ,一顾客

的等待时间 W的 LST为 W 3 ( s) =

1 - gk - rgk + rgkθ3 ( s) ( s +μ) 1 - ξ
μ

s +μ
r (1 - gk) s

(27)

且 E( W) =
rgk

μ(1 - gk - rgK)
+

r
(2)

- r
2 rμ

(28)

　　证 　设 A 为任一个顾客 ,则其等待时间 W 由两

部分组成 ,一部分是 A 所在批 (即批中第一个顾客) 的

等待时间 Wf ,另一部分是 A 在批中的等待时间Ws ,且

易见 Wf 与Ws相互独立 ,故 W的LST为 Wf、Ws的LST

的乘积 ,即

W 3 ( s) = W 3
f ( s) W 3

s ( s) (29)

因为 A为所在批中任一个顾客 ,可以在ξ个顾客组成的队

列中任一个位置。现依如下方法确定 A在批队列中的位

图 1　B所在批队列中的位置

置 :在批服务时间 U > ∑
ξ

i =1
B i中任取一点 ,该点将依概率

1落在某个服务时间 B中 ,以 B所在批队列中的位置作为

A在批队列中的位置是合理的。由图 1有

U + = Ws + B + (30)

由引理 5有

U 3
+ ( s) = W 3

s ( s) B 3
+ ( s) 　　( ∵Ws与 B +独立)

即1 - U 3 ( s)
S E( U) = W 3

s ( s) 1 - B 3 ( s)
S E( s) =

μ
s +μW 3

s ( s)

又因 U的LST为 U 3 ( s) =ξ[ B 3 ( s) ] =ξ
μ

s +μ ,所

以

W 3
s ( s) =

( s +μ) 1 - ξ
μ

s +μ
rs

(31)

又因当 A 所在的批到达时系统不空 ,有

Wf = B + + _ 1 + _ 2 + ⋯+ _珋x ( B
+

) (系统不空)

(32)

且 B ～Γ(1 ,μ) ,所以 B +～Γ(1 ,μ) ,且

W 3
f ( s) = E[e - sW

f | 到达时系统空 ] P{到达时系统空}

+ E[e - sW
f | 到达时系统不空 ] P{到达时系统不空}

记 p = P{到达时系统空} ,类似于 (2114) 式的推导 ,得

W 3
f ( s) = p + (1 - p)θ3 ( s) (33)

由[2 ]知任意时刻系统的队长 L 的 PGF为

L ( t) =
Q ( z)
ξ- ( z)

(ξ- 为队长为ξ的队列中任一顾客之前

的顾客数)

=
(1 - z) (1 - gk - rgk)

1 + zξ( z) gk - gk - z
(34)

所以 , p = L (0) =
1 - gk - rgk

1 - gk (35)

由 (35) 、(33) 、(31) 与 (29) 式立得 (27) 式 ,由 (27) 式或

由 (32) 式与 (31) 式可得 (28) 式。

定理5　设 W为先来先服务情况下一个顾客的等

待时间 ,则 W的LST为

W 3 ( s) =
(1 - σ) ( rs +μ) ( s +μ) 1 - ξ

μ
s +μ

rs [ rs +μ(1 - σ) ]

(36)
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且 E( W) =
rσ
μ(1 - σ) +

r
(2)

- r
2 rμ

(37)

基中σ满足 　　σ =
λk

[λ+
μ
r

(1 - σ) ] k
(38)

证 　W仍由两部分所组成 ,一部分是批等待时间

Wf ,另一部分是该顾客 (记为 A) 在批中的等待时间

W t。由图 1有

U - = W t + B - (39)

由引理 5 ,类似于 (31) 式的推导 , Wt的LST为

W 3
t ( s) =

( s +μ) 1 - ξ
μ

s +μ
rs

(40)

　　由文献[3 ]知 ,对一到达间隔时间 J 服从一般分

布的 G/ M/ 1排队系统 ,在先来先服务情况下 ,一个顾

客的等待时间 Wg的分布函数为

F( t) =
0 t ≤0

1 - σe -μ(1 -σ) t t > 0

从而 Wg的LST为

W 3
g ( s) =

(1 - σ) ( s +μ)
s +μ(1 - σ)

其中σ满足 :σ = J 3 (μ - μσ) ( J 3 ( s) 为 J 的LST)

因为当 J ～Γ( k ,λ) 时 , J 3 ( s) =
λk

( s +λ) k ,所

以 ,对于 Ek/ M/ 1排队系统其一个顾客的 ( FCFS) 等待

时间 Wg的LST为 W 3
g ( s) =

(1 - σ) ( s +μ)
s +μ(1 - σ) ,σ满足方

程 :

σ =
λk

(μ - μσ+λ) k

从而对于排队系统 E
ξ
k/ M/ 1 ,可以看成到达间隔时间 J

～Γ( k ,λ) ,服务时间为 U = ∑
ξ

i =

B i、一个服务台的系

统 ,因为 E( U) = rE( B) =
r
μ ,所以 Wf 的 LST为

W 3
f ( s) =

(1 - σ) ( rs +μ)
rs +μ(1 - σ)

(41)

其中σ满足 :σ =
λk

λ+
μ
r

(1 - σ)
k

由 (41) 式 与 (40) 式 , 并 注 意 到 W 3 ( s) =

W 3
f ( s) W 3

t ( s) 立得 (36) 式 ,由 (40) 式与 (41) 式立得

(37) 式。

易验证 ,排队系统 M/ M/ 1 的相应结果是排队系

统 E
ξ
k/ M/ 1当 k = 1 ,ξ≡1时的特例。
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