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摘 要：用边界元求解不规则凹凸区域时，积分误差很大。区域分裂法是将不规则凹凸区域上的求 

解问题化为多个不重叠凸区域上的求解问题，在公共的边界上用 Dirichlet条件、Neumann条件交替选代 

得到全区域上的解 该方法计算精度高、适用于并行计算。作者给出了st0k 方程边界元求解不规则 

凹凸区域的区域分裂算法，并给出了将该算法用在贵阳市阿哈水库的流场计算的算倒。 

关键词：Swkes方程；边界元法；区域分裂法 

中图分类号：0241 83 文献标识码：A 

描述粘性不可压缩流体运动的微分方程是Navier- 

Stokes方程(包括连续性方程[1～2]，以下简称N S方 

程组)。N．S方程组中的惯性力非线性项给求解该方 

程组带来很大的困难。在低流速时惯性力项相对于其 

它项要小得多。Stokes将惯性力项去掉，得到线性化 

的Stokes方程。湖泊流场是典型的低流速，数学模型 

可用 S~kes方程描述流场运动。湖泊水域多为不规则 

的凹凸区域，用边界元方法求解时，凹区域会给计算带 

来大的误差。叉由于求解边界积分方程时，直接得到 

的是边界量，故采用无重叠区域型更为方便。作者采 

用的区域分裂法 ，将不规则凹凸区域分解为若干个 

子区域，大问题的求解分解为在子区域上问题的求解。 

S~kes问题的边界积分方程为：设 n [ R ，它的 

边界 工1分片光滑，我们讨论的方程组为： 
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其中y为运动粘性系数，Ⅳ，P分别是未知速度和压力 

值，，表示外部力。设 工1=r_+ ，考虑如下边值条 

件： 
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在 r_上为Difichlet边界条件，在 上为Neumann边界 

条件。 

1 Stokes方程的边界元方法 

由Stokes方程组的基本解和广义Green公式，得到 

边界积分方程： 

( ) ( )=一』 dPr+ 

J d J d (4) 
其中 与 点边界工1的光滑程度有关，如果 工1与 

点处光滑，则 ( )： 。此式也用于计算内点处 

的速度值。此时取 0 ：，，，为单位矩阵。 

内部点 处的压力值由下式计算： 

p( )：J p ( ) (y)崛+J ：( ，Y)q·(y) + 

zy』 ( (5) 
基本解表达式： 

)：丽1 1 m 1+ 】； 

)=刍 (6) 
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对方程(5)进行单元离散化处理 把边界 离散 

的M  个单元，并用边界单元 ，组成的边界去近似 

，记 = ，每个 上有 V个配置点 ，整个 

上有 B个配置点，同时内部区域n剖分成 NVE三角 

形单元 n̂ ，每个 内部有 个配置点，整个 n̂ 内 

部有 州 个配置点，对边界配置点 循环，依次计算 

每个单元上积分的贡献得到矩阵方程： 

∑矾 =∑ +B 

" =1，· ，NNB，k：1，⋯，Nor (8) 

其中：矾=f (Y)等(y d 
= 1 () )￡i(Y—x)dF, 

= jaf．。“：( ) )dR，： 

∑1 (，)‘M ( ，y)dn 
； I⋯  

，qI单元上第7点第i方向上的函数值、函数对边 

界方向导数值 

其中 是体积分项的贡献， 是n内部单元上的 

已知体积力或虚拟体积力。 

引入边界条件(2)，上式成为代数方程组，一但解 

出，就得到边界节点上的全部速度、面力及压力值，依 

靠边界速度和面力就能计算出内部任点处的速度、压 

力和速度梯度的近似值。 

2 边界元方程的区域分裂算法 

Stokes方程的边界元法在求解不规则凸区域时， 

能够得到很好的结果0 ，但实际问题的区域一般是不 

规则的凹凸区域，将不规则凹凸区域化为多块不规则 

凸区域时，公共边界的边界条件无法确定。重叠型区域 

分裂算法 预先假设计算区域能按二色问题分区，即 

能将区域分解为不同颜色的两类区域，有公共边界的 

区域属于不同颜色的类。D．N交替法是在计算第一类 

区域时，假定公共边界值为D值。通过一个区域的计 

算，得到此边界上 值。再将此 Iv值作为另一个区域 

2∞l车 

的边界条件，计算此区域得到D值。口Ⅳ边界值的交叉 

迭代来校准公共边界值，达到公共边界值与内部数值 

的一致。具体的区域剖分是：将不规则的凹凸划分为颜 

色一的区域和颜色二的区域，在同一颜色类的多个区 

域块中没有公共的边界，公共边界只能在不同类的区 

域块中存在。见图 l。将区域边界分为公共边界和非公 

共边界。在非公共边界上，边界值条件数 KODE的值为 

0和 l。0代表此结点的该方向上边界值为 D边界，l代 

表为 边界。 

图 1 区域剖分方式图 
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图2 区域分裂法计算框图 

将公共边界编号后，再给出分块区域的局部编号 

与公共边界编号的对应关系数组INDEX(，，，)。，是分 

块数，J是公共边界的编号，INDEX(，，J)的值是第 1 

块的第 J公共边对应的局部号。当第 J边界与第 1块 

区无公共边界时置为零。计算时先计算颜色一的区域， 

计算得到的边界值按数组 INDEX的关系放置在边界 

值交换数组GFI中。计算颜色二的区域时，先将公共交 

换数组中的由颜色一区域计算得到的数据按 INDEX 

数组的关系取出后，计算颜色二的区域。计算的结果同 

样放置在公共交换数组中供下次迭代时的颜色一的区 

域使用。计算框见图2。 
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3 算例 

将本方法用于贵阳市阿哈水库的流场计算中，计 

算时将区域分成 7块凸区域，前6个是支区域，最后一 

个是根区域。计算剖分图和计算结果见图3和图4。 

图 3 区域丹块剖分图 

图4 流场计算结果图 

采用常单元，在PⅡ350微机上编制了用上述方法 

计算二维定常 Stokes方程组内边值问题 。该程序在 

Windows95下运行用 FORTRAN语言编成。它能计算区 

域内任一点处的速度值和压力值，所给的边界条件中 

可以是第一边界条件或第二边值条件，也可以是混合 

边界条件。为节省存贮量，直接利用边界条件形成线性 

代数方程组中的系数矩阵，而不必通过先形成(8)中 

的 ，G矩阵再来交换元素，对三角形上的非奇异积 

分，采用4点 Guass数值求积公式，为减少计算工作量 

和保证边界附近的精度、对边界 rh上的非奇异积分， 

可按场点到边界单元的距离让程序 自动选取 Guass积 

分点数，对奇异积分，推导了解析积分公式，用解析方 

法计算。 
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