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摘 要：研究排队系统 或／M／I 

关键词：队长；忙期；等待时问 

中图分类号：0226；TB111 

给出该系统的队长、忙期、等待时间的分布以及其它一些结果。 

文献标 识码 ：A 

关于排 队系统 的文章 已经很 多，但 是对 于 

／M／1排队系统至今进行研究得不够深入。 ／M／I 

排队系统是这样的系统：其到达间隔时间序列{ ， 

≥1]为 i·i·d·随机变量序列，且 服从参数为 

的 k阶爱尔朗分布，即 P(k，̂)，每次到达 个顾 

客，}为取正整数值的随机变量，记 r=E(})，r ：= 

E： ]，i=2，3．，系统只有一个服务台，顾客的服务时 

间序列}B ，n≥ 1 为 i·i-d-随机变量序列，且 

服从参数为 的指数分布，即 r(1， )。并设 

I ， ≥nj、}、IB ， ≥ 1 相互独立。 

设lx(I)，￡≥0}为到达过程，即 X(￡)表示在时 

间区间(0， ]中到达系统的顾客数；}N(f)， ≥0}为 

参数是 的泊松过程，并用 ( )表示在(0， ]中到达 

系统的顾客批数，q表示一个顾客被服务完离开系统 

时系统中的顾客数(队长)，W表示一个顾客的等待时 

问的长度(即从该顾客到达系统时起一直到他开始被 

服务时止这段时间)。@表示由一批(}个)顾客引出的 

忙期的长度(即当系统处于闲期时，从系统开始到达一 

批顾客时起一直到系统中又投顾客时止这段时间)，口 

表示由一个顾客引出的忙期的长(印从服务台为一个 

顾客服务时起一直到该顾客以及由该顾客引出的所有 

顾客都被服务完时止这段时间)。{、q的概率母函数 

(PGF)分别记为 }(：)、p(：)，W、⑩、0的拉普拉斯 
— — 司蒂阶变换(LST)分别记为 W ( )、@ ( )、 

、一 

o ( )。并设 a=r／tr<1。 

1 几个引理 

引理 1 设 ，岛，⋯， 为k个 ·i·d·随机变 

量，且} 一r(1， )，则∑； 一r(k， )。 

引理2 设 N(f)表示在时问区间(0，￡ 中到达某 

服务台的顾客数。i ，n≥ 1 为相应的顾客到达的间 

隔时间序列，则{N(￡)，￡≥0『为具有参数 的泊松过 

程的充要条件是{T ， ≥1 e为 ·i·d·随机变量序 

列 ，且 r(1， )。 

证明见 1]中第一章 2。 

引理3 (I)： l_。莹 (1) 
证 由引理 1知 是 k个相互独立同服从参数 

为 的指数分布随机变量之和，所以每批顾客必须通 

过 个介绍站(称为相位)才能到达系统，而通过每个 

相位的时问相互独立均服从参数为 的指数分布，且 

当前一批顾客通过 k个相位到达系统后才允许下一批 

顾客向第一个相位前进。由引理 2知，如果把批顾客在 

(0， ]中通过的相位数作为一个过程}N(￡)，￡≥0}在 

(0，￡]中到达的顾客数，则{N(t)，t≥0}是参数为  ̂

的泊松过程，且{X(I)：J}={ ≤N(￡)≤(j+1)k 

一 1}，从而(1)式得证。 

引理4 设 Y表示在一个顾客的服务时问口中到 

达系统的顾客数，即y=X(b)，则 y的PGF为 

y )= ，g= (2) 

证 由全学期望公与引理 3，得 

(=)= [， =E "ẍ ]_l [ ‘ e一 dt： 

I．∑ 【 J (￡)= ]P} (f)=．ilZe一 dt： 
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f 妻( ，。 d ： I ∑( ) ∑e ，』e ￡= 
0 ·= · 

∑
j=O 

：)] 一 ) = 

引理5 设B一、B+分别为服务时间B的年龄(逝 

去时间)与剩余服务时间(剩余寿命)，则 B一、B．的 

LST为 

引  = ㈥ 

证明见文献[2]。 

2 主要结果及其证明 

定理 1 Q的PGF为 

Q(z =昔 一 
(4) 

且 E(Q) i =g 2 ： 
2r(1一g 一rg 1 

= ， <1 (5) 

证 设 Q 为第n个顾客服务完离开系统时系统 

的队长， 为在第 个顾客服务时间中到达系统的顾 

客数，l￡，i≥1／为i·i·d·随机变量序列，且均与 

同分布，并设函数e( )为 

e㈤={ ㈤ 
则有关系式： 

Q I= 一￡(Q )+h+。+(e一1)e(1一Q ) 

(7) 

园为 + = (B + )与 Q ，e相互独立，fl~JlJ$4， + 

的PGF为 

Q +l( )=E(zq．+，)：E( +，)El 一 ‘ 一 一 】： 

1 f皇 P[Q ：0]+ ㈦) 一 ( )t 一 = J 
在条件 p<1下，令 H一 ，记 

Q(=)= Q ( )，pl Q=0}_
一

limPl Q =0} 

得 )= f至 咖 _0f+ 

{Q(：)】 (8) 
解出 Q(：)，得 

)= 等 (9) 一 冀～： —l+ 
在(9)中令 ：=1可得 

PI Q=ol 靖  (10) 

将(10)式代A(9)式立得(4)式。由(4)式可得(5)式。 

定理2 0、⑩的LST分别满足方程： 

0 (5) (
s ){( + +，』) 一 [ ’( )]} 

(11) 

[( ± ± ) = ] l 
(5+ )[(s+ + ) 一 @’(s)]J 

(12) 
1 û 

且 丽  ，P (13) 

⑩) 1 (14) 

证 因为忙期与服务顺序无关所以依如下顺序 

进行服务。在某个顾客^的服务时间口中，可能到达系 

统若干批顾客。当^被服务完后，接着为第一批顾客服 

务，当第～批所有顾客以及由第一批顾客引出的所有 

顾客都被服务完后再为第二批顾客以及由第二批顾客 

引出的顾客服务，依此类推，于是有 

= B+@J+@2+⋯+@m) (15) 

其中⑩ 为在^的服务时间口中到达的第i批顾客所引 

出的忙期，易见⑩ ， ，⑩ ，⋯相互独立且均与⑩ 同 

分布。 ( 表示在 B中到达的批数。又因每批有 个 

顾客所以有 

⑩ = (16) 

其中 ， ， ，⋯ 相互独立且均 同分布。由(15)式 

得 

0 (s)=l e E【e-1㈣l 0 】 】 e d 
J 0 

I e H ∑El e叫 ， ’ 】Pl (￡)= }d‘： 

‘

砉 ㈤ “ 
善 ．( 善 = J u J ⋯ 0 ， 

[( ! )：= ] ⋯ 、 
( + )[(s+ + ) 一 ⑩ (5)] ” 

由(16)式得 

⑩ ( )= 0 ( )] (18) 

将(18)式代人(17)式立得(11)式。再由(18)式与(11) 

式立得(12)式。 

： 

d  ， ： 

) 一 Ⅲ 可 

。

e 

。

一∑ f “ 

口 

r_三 

勾  

因 
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‘ 。

(J—g)g·： (19) 
o 

(1_ ‘ q 
J ： 【= 0  

由(19)、(15)与(16)式，得 

E(8)： +E(@)E EX(B)]= 

1
+ f J 去+ 刖 ‘ 

由(2o)式解出 E(∞ 立得(J3)式。由(i3)式与(16)式 

立得(14)式。(13)式与(14)式也可分别由(1】)式与 

(12)式求得。 

定理3设 为在口中服务完的顾客数，∑为在 

⑩中服务完的顾客数，则M、∑ 的PGF分别为 

肼( = 01) 

∑c I ] c 

且 E(㈣ ： 

(∑)= 专 
证 类似于定理2的证明，有 

盯：1+∑，+∑ +∑ ) (25) 

与 ∑ =∑ (26) 

其中 ，M2，̂ ，⋯相互独立且均与M同分布+∑ ， 

∑ ，∑，，⋯相互独立且均与∑同分布。从而可证定 

理 3。 

定理 4 在先来后服务非抡占的情况下，一顾客 

的等待时间 的LST为 (s)= 

【1一g 一曙 + 8 (s)】( + )I 1一{( )】 
—— — —— — __ — 一 一 一  

(27) 

且 ( )： 翱 + 。 
证 设 A为任一个顾客，则其等待时间 由两 

部分组成，一部分是 A所在批(即批中第一个顾客)的 

等待时间 ，另一部分是A在批中的等待时间IV,，且 

易见 与 相互独立，故 的LST为 、 的LST 

的乘积，即 

。(s)= (s) ( ) (29) 

因为A为所在批中任一个顾客，可以在}个顾客组成的队 

列中任一个位置。现依如下方法确定 A在批队列中的位 

基'-堡I F三L }一士墨 = 

囝 1 B所在批队列中的位置 

置：在批服务时间U垒∑B．中任取一点，该点将依概率 

l落在某个服务时间B中 B所在批队列中的位置作为 

A在批E 4中的位置是合理的。由图 1有 

U+： +B+ (3o) 

ca引理5有 

u ( )： ( )B ( ) (．’ 与B+独立) 

即 = s) = ㈦  

又因 的LST)~ ( )= [日 ( )]： I )，所 

!：： ： 【31) (s)=———— — =。_ 【31) 

又因当 A所在的批到达时系统不空．有 

： B++@1+@2+⋯ +@； 
．

)(系统不空) 

(32) 

且 B r(1， )，所以 B+～ (1， )，且 

( )： [。’s I到达时系统空jP}到达时系统空} 

+ r。一 l到达时系统不空]P{到达时系统不空} 

记 口：尸{到达时系统空{，类似于(2．14)式的推导，得 

(s)=P+(1一P)o (s) (33) 

由[2]知任意时刻系统的队长 L的PGF为 

L( )= 专 (}一为队长为}的队列中任一顾客之前 
的顾客数) 

÷  1+正(z)g 一g 一 (34) 

所以，p：L(。)= (35) 

ca(35)、(33)、(31)与(29)式立得(27)式，由(27)式或 

由(32)式与(31)式可得(28)式。 

定理5 设 为先来先服务情况下一个顾客的等 

待时间，则 的LST为 

( ) 
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且 E( )=丽 +等  
基中 满足 ：——— }_一  (38) 

[ +譬(1一d)] 

证 仍由两部分所组成，一部分是批等待时间 

，另一部分是该顾客(记为 A)在批中的等待时间 

。由图 1有 

． 
U一 = +B (39) 

由引理5，类似于(31)式的推导， 的 LST为 

!：： ： (40) (s)=——— —— 土 () 

由文献[3]知，对一到达间隔时间J服从一般分 

布的G／M／1排队系统，在先来先服务情况下，一个顾 

客的等待时间 的分布函数为 

： {⋯ 
从而 的 LST为 

s)： 

其中 满足：d=J ( 一 )(J (s)为 J的LST) 

因为当J～r(k， )时，J ( )=南 ，所 
以，对于 ／M／I排队系统其一个顾客的(FCFS)等待 

时间 的IsT为 (s)： { ， 满足方 

=丽  
从而对于排队系统 ／M／1，可以看成到达间隔时间J 

{ 

～ r( ，̂)，服务时间为U=∑ B．、一个服务台的系 

统，因为E( )= ( =古，所以 的LST 

( ) (41) 

其中 满足：d=_—— L—— 

【 + r(1一d)J 

由 (41)式 与 (40)式， 并 注 意 到 ( ) ： 

(s)w7( )立得(36)式，由(4o)式与(41)式立得 

(37)式。 

易验证，排队系统 M／M／1的相应结果是排队系 

统 ／M／1当 =l， ；1时的特例。 
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Abstract：In Tae anthor studies eif system]~／'M／1，西ves the distributions of thequeue sizes，the busy p耐0ds and the 

waiting thnes for the system，and some other results． 
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