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RLW—Burgers方程的一类精确解‘ 

谈 骏 渝 
(重庆戈学数理学院，重庆 4OOO44) 

摘 要：给出了RLW—Burgers方程及 KdV—Burgers方程的一类精确解析解，包含了某些文献的结 

果，以厦其他文献的部分结果 这些解可以表示为 Bo．rgel's方程和 RLW 方程或 KdV方程的某种线性蛆 

合，修正了某些文献的结论。 
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在研究渠道中表面水波的传播问题时，得到了下 

面的RLW—Burgers方程”。 

E L：M：+du +卢nM 一 “蕊一占M蹦 =0 

另外，对非线性渡动问题被广泛研究的是 KdV— 

Burgers方程 。 

： M + 口 + 一 u + d“ = 0 

文：6]借助一个未知函数的变换给出了以上两个 

方程的一类解析解。文：7，8 分别给出了方程 E 当a 

： 0，口=1时的一类解析解。可以证明，经过适当的变 

换，文：8j与文[9]给出的结果是一致的。文[9 介绍了 
一 些非线性演化方程的行波解，其中包含了文[8]的 

结果 。 

本文给出了方程 E 和 E 的一类解析解，其中包 

含了文：6～8]的结果，且可得到文[9]中相应的结果。 

特别地，对 I1LW Burgers方程还可得到某类振荡激波 

解 最后，指出本文所给出的解均可表示为如式(18) 

所示，修正了文 8：的结论。 

l RLW—Burgers方程的解 

对方程 E ，令 

Ⅱ( ， )=u( )， = + + (1) 

代人方程E 并积分一次，不失一般性取积分常数为 

零，则有 

一 舨“#一 “ +7u +( +a)M：0 (2) 

其中7=口／2。我们将求以下形式的解 

( ，z)=“( )= = — (3) 

其中 A，B，C为待定常数 。将(3)代人 【2)，并令 的 

各次幂的系数等于零，得到 

¨。+( +口)A=0 

一 m(B一2A) 一 (B一2A)K+ 

2TAB+( +口)(B+2A)=0 

— 482(C—B+A)K2—2 (C—A)K+ 

7(B +2AC)+(̂ +Ⅱ)(C+2B+A)：0 (4) 
一 般(B一2C)K2一 (2c—B)K+ 

27BC+( + )(2C+B)=0 

C +( +口)C=0 

分几种情形求解方程组(4)并给出相应的解(3) 

1)取 C=0，由(4)解得 

： 一  = 一击[sa (25n 2+ 等) ] 
— ． = 一  [s。 ( a 2+ 等) ] 

： _II[一sa (25。2+ 菩) 】 
、 

6 ，  ̂

。 一了 ， 

= 一  = 一击[s。 ( s。2+ 苦)”1 
因此，有 

， 一 击[s (25a2+ 】 蔷 = 
一  

1 5
a t(25。2+ 等) ] 

(sec 譬一 譬+：) (5) 
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特别地，如6：0，即方程 El为Burgers方程。由(4)可 

得 

=  = 一  ， 一  

其解为 

“( ，￡)= +d 1 了 一 ( 譬) 
(6) 

c：一 ：一击[s。 25。2+ 譬) 1 
： 南【一s (25。2+z ；) ] 

： 一 蠡： 【sn 25a2+ 譬) 】 

， 一 击 25。：+ 菩门 = 
一  【s。 (25a2+ 菩) ] 

-  等+2Ian̂譬+2) (7) 
(3)取 B=C：0，有 

： 一  ： 一击【sa 25。2+ 等 ， 
：  【一s (zsa 2+。 譬) 】， 

： 蠡：一 【sn + 等) 】_ 

，c)；击【s。 25a+ 譬) 1 = 
一 击 25a2+ 1 

(eec 譬+z 譬～ ) (8) 

⋯ 2C z- 7 -；一 【s。 + 譬) 1 
：  【一s。 25n2+ 等) ] 

： 盎： [s。 25。2+ 菩) ] 
， 一 击 25 2+ ]簪 = 

一  25n 2+ ] 

( h T瞄+2【an̂譬+2) (9) 
即县寸 r61的结 果 

又看 6=0，则 

B=c=一 }旦， +a=p 

： 一  ：  

一 弩 1⋯ 譬) (-o) 
另外，若 ：0，即方程 E 为RLW方程。由(4)解得 

A=C=0，B—- }旦， ：3K~ -I， 

，f)=一 = 

一  

。 ̂ 丛 (11) 
一 27 ～  2 ⋯  

又若取。：c。，口：1( ： 1)
， ： 一 c及 =p或 

； m，由(11)就可得到文[9]中给出的Josepth—E 

方程的解或 Benjamin—Bona—Mahony(BBM)方程的 

解。 

2 KdV—Burgers方程的解 

对方程 ，可得到 

一  +7u +( +口)u：O (12) 

仍假定解具有(3)的形式，并代人方程 E 或(12)即可 

得到确定系数及 K， 的方程组。其实，注意到方程 

(12)与(2)，只要以6代替 一舨即得。相应地，有以下 

几种情形的解。 

1)当 c=O时，有 

e ： ： ～ ： ， 

K=蠡， = ； 

m，f)_器 = 

淼( 等一 譬+z) 【l3 
又若6=O，其解如(6)所示。 

2)当A=曰=0时，有 

c 一  一  ， 

：  ， = 玺一n； 
： 一 器*笛： 

(- 等 n 譬+z) (- ) 
3)当 ： C：O时，有 
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： 一 字 =一 ， 
： 一 ， = + 一 。 ； 

， )一  ： 

(sec 等+z 譬一z) (-s) 
4)当A=0时，有 

B ⋯ 2C z ： ， 

： 一 嚣， =一筹一a； 
=  簪等 = 

(s 等+2fan 譬+z) ( ) 
解(16)实际上即是文[6．8 的结果。若在方程 B 中取 

。：o， =1或在(13)中以{，一 分别取代y及 + 
1即可得文[7]的结果。 

又若 =0，此时其解仍如(10)所示。特别地，取a 

= 0， =l(y：{)，n：0， ：u，则式(6)和(10)即 
为文[9]中给出的 Burgers方程的解。 

其次，若 ：0，即方程 E2为KdV方程，我们有 

A ： c ： o，B = 一6 ， = 一a 一 ； 

u c =一 字  = 
一  

— +_ 。 l蜡 (17)2 2 
V ～ ， ⋯ ， 

若又取n=o,fi=l(r= 1)，a=卢， ：一c，由式 
(18)即得文[9]给出的KdV方程的解，且有C=一 = 

，a：3gX2或 √ ( >o)或 = 

√ ( o)。 

3 讨 论 

1)由常微分方程的理论，方程(2)和(12)有两个 

奇点P(0，o)及0(一 ，o)。不难看出，当 一* 
时其行渡解均分别趋于两个奇点，故本文所求得的解 

为有界行波解，且易验证 u( )的各阶导数当 一 * 

时均趋于零。 

2)由2的讨论，对 RLW-Burgers方程，有 同 =一 

或 ，即 ／；2为实数，其解对时间变量 ￡总是单调 

的；而对坐标变量 ，当25Ⅱ +24 >0或25a 一24 

>0时，K为实数，其解为单调激波解，行波解的轨 

线为鞍结异宿轨道。反之，K为复数，此时解为振荡激 

渡解，其行波解的轨线为鞍焦异宿轨道。 

3)对于KdV方程，显见其解(17)为一孤波解。当 

>一K或3K (一n时，其行渡为波速 +n或 

一 8K 一n的右行渡或左行波。又当 >0时，有 u( ， 

) 0，其波峰值为一 争 ：萼笋 o。 
4)在方程 B 或(12)中取 。：0， =0，卢=1，a 

=一y及 =一 C，即 为 文 [9]中 的 Kuramti— 

Sivashinsky方程，其解分别为(13)一(16)所示，这与文 

9]给出的解的形式是不一样的。 

5)文[8]将解写成Ⅱ( )=导UB+ ，并指出％ 

和 分别是相应的Burgers方程和KdV方程具有不同 

波速的解。笔者认为， 和 中的波速 仍应为KdV 

— Burgers方程中的l，否则， + 就不可能是 

KdV—Burgers方程的解。而又有若 、 具有与KdV 

— Burgers方程相同的波速 ，就不能满足该文的方程 

(13)和(15)。对此，将式(3)写为 

“ = (̈ H 小 
+口“ (18) 

式中 是某个常数。对笔者所讨论的一般情形，其 

均是以下 Burgers方程 

Ⅱr+Ⅱu，+2yuu 一Eu =0 (19) 

的解，且有e：导 。而 分别是相应的RLW方程 

Ⅱc+Ⅱu +2~'uu 一 H =0 (20) 

及 KdV方程 

u +。u +2Yu + =0 (21) 

的解，且对情形(1)和(4)有 d= 1， =68；对情形 

(2)和(3)有 口=一 1， =一63。而对于文[8：所讨论 

的情形，相应地为 ：吉(1+ C) ，且应以e= 
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了
6 

y和 ：6(1+ c) d分别代替该文(13)中的 
y和(15)中的 d。 

最后我们可得到这样的结论：对本文给出的方程 

E。和 的解，均可由 Burgers方程(19)的解 和 

RLW方程(20)的解或KdV方程(21)的解 依式(18) 

组合而成，即解含有冲激波和孤波解的特性。 
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