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求解带二次简单约束的大型二次规划问题 

胡 国 雷，杨 振 华 
【南京邮电学院 应用数理g-．，南京 210003) 

摘 要：给出了一个求解彤如 1 XTHx 4-c =min，s． ．1l ll ≤n的二次规划问题的方击，该方法 
L  

是由共轭斜量法(CG)和投影收缩算击(Pc)的隐式方法组合而成的÷对无约束问题，首先以 ：0作为 

初始点，用(CG)方法进行求解，如果 ll l 2<Ⅱ(k：1，2，⋯)，则原约束问题的解已经得到；否则用 

(CG)方法产生的选代点的模一旦大于 o，则以此点为新的初始点，改用隐式(PC)方法进行求解。数值例 

子的结果显示，该算法对处理大规模问题高效的，并且可大大提高精度。 
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考虑如下的带二次约束的二次规划问题 

1， 小 +Cr ：min 

s．f． |】2≤ Ⅱ (1) 

其中日∈R⋯ ，是一个半正定对称矩阵，c∈R ，。是 
一 个确定的参数，有关求解问题(1)的一种基本方法 

是构造 Lagrange函数： 

L( ， )=，小 +2c + ( 一Ⅱ ) (2) 

由 v L( ，̂)：0，v L( ， )：0， 

得 

{ “ 0 (3] 
x l ：Ⅱ ⋯ 

巨 {  ̂’ 。 
从而有 I(日+ f) c I=口 

令 妒(̂)= jI(日+at)～cll，S( )=(日+̂ f) c 

则 。( )=S S=c (日+  ̂)一c：d 

即 p( )一Ⅱ：0 (4) 

求出方程(4)的解 ，则得问题(1)的解 

= 一 (日 + )～c 

牛顿法的求解过程一般需要求解 8～9次线性方 

程组，所以它仅适用求解小规模问题，而对大型矩阵代 

价太大。因此人们还在继续寻找更有效的计算方法。 

对大型的稀疏矩阵问题 Golub和Von Matt 给出 

了 个方法，采用一系列不完全分解 ，产生一个含有上 

下界的Lagrange乘子序列，通过求解 个线性方程组， 

可求得界中的近似解 。何 。提出了一个求解问题(1) 

的有效方法，该方法是以粕 ：0作为初始点，如果。≥ 

l『日 c l，则仅采用(cG)方法求解该问题；如果 。≤ 

1日 c ll，用此方法求解，一旦迭代点 l ll>。，则 

改用显式(PC)方法，本文提出的方法 前半部分与 

何。 中(CG)方法相同，而后半部分将何 显式(Pc) 

方法改为隐式方法，从后面数值例子的结果显示 ，隐式 

方法与Golub和Von Matt⋯方法 、何 的显式方法相比 

计算效率更高，对坏条件问题的处理更有效，且可提高 

求解的精确度。 

第 1节中给出了问题(1)的等价投影方程；第2节 

介绍了(CG)方法和(Pc)方法的隐式方法，并给出了 

算法的收敛性定理；第3节给出了算法的具体实现；最 

后绝对化出了一个大型二次规划的算例。 

1 等价的投影方程 

问题(1)的 Lagrange函数为： 

L( ， )= +2c ．17+^( 。 一 2) 

由凸规划的Kuhn．Tucker定理知，如果存在唯一的  ̂

≥0及 ，使得( ， )满足 

h +c +  ̂ ： 0 

且 ≥0，XT ≤ Ⅱ 
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(XTX—n )=o 

则 是问题(1)的解。 

设 n ：{ ∈ ll ≤。】 

P (·)表示在凸集 n上的投影算子，即 

r ， II II ≤ Ⅱ 

‘ i请 ， II 。 【研 ’ l 。 
~lJ(5)可写成如下的等价投影方程 

=  ( + ) (6) 

将 ：一(Hx+c)代人投影方程，得到下列线性投影 

方程(称为 LPE)， 

(LPE) ； 【 一(m +c)】 (7) 

因此，求解问题(1)等价于求解如下残差函数的 

零点： 

e( )：= 一 【 一(Hx+c)] (8) 

引人调比园子 得 

e( ，U-)：= 一 [ —U-(m +c)] (9) 

2 共轭斜量法和投影收缩的隐式方法 

1)共轭斜量法 

共轭斜量法求解凸的二次函数的极小值是一个精 

确的线性搜寻算法 
“  

=  一  

。 = g。
，卢0=0 

= g + 

=
盖 

。 ： 

r Hs 

且 g= +c 

如果 H是对称半正定矩阵，(cG)方法求解 皿r+c= 

0经 (m≤ n)步后停止。且对所有 i(1≤i≤m)，有 

下列关系式成立 

丑 = O 

g‘ = 0 = 0，1，⋯ ，i一 1 

g‘ = 0 

定理 1 若将；表示H c，则对 ( ≤ m)有 

ll 一；ll< ll 一 ll 

证明见 3]。 

何 2]给出了有关(cG)方法的另一个性质 

定理2 若(cG)方法的初始点为 。=O，则对所 

有 ( <m)，有 

2)投影收缩算法的隐式方法 

设 y∈ (0，2)是一个常数，G是一个正定矩阵，给 

定 。∈R ，对 =0，1，⋯，如果 n ，则求解方程 

( )=0得 ，其中 

( )= (m +c)一 一 

(皿 +c)+ G e( ，U-) (10) 

=  ⋯) TG 而   ̈

苦 G=J，则 
¨

= + (月 +c)一 (月 “ +c)一7e(x ， ) 

即 ¨= 一y(J+肚H)一e( ‘，U-) (12) 

3)收敛性 

定理 3 设 ’∈n’，则 

{(J+ )( — )) e( ‘，U-)≥ 

e( ，U-)ll。+ l — l 2 (13) 

由FI1+F【'(何[4])即可证得。 

定理 4 

ll(J+ )( “ 一 l ≤ l(J+ )( 一 

)II 2 一7(2—7)p II e( ， )ll 一 

2 ll 一 (14) 

证 ：由 
¨

一  + 西 一 h‘=一7 G e( ， ) 

(J+ )( 一 )=一m G e( ， ) 

l(J+ )( 一 )l = 

ll(J+ )【 “ 一 + 一 ]ll = 

l(J+ )( 一 ’)一 G～e( ， )l 2 = 

ll(J+ )( 一 ) 一 

2 {̂(f+ )( 一 ’)} e(x ， )+ 

P e( ， )G e( ，，』)≤ 

ll(J+ )( 一 )l 一 

2 {̂ll e( ‘， )Il ll 一 l 】+ 

y ll e(x ， )l = (利用(13)和(11)式) 

11(J+ )( 一 11 一 

y(2一y) e(x ， )ll。一2坤 z ‘一 ’ll 

定理5 由投影收缩算法的隐式方法产生的序列 

{ }收敛于解点 。 

证 ：由定理 2得 

∑y(2一y) }l e( ， )l ≤ 

l(J+ )( 一 )ll 

即有 lira l e( ， ) =0 
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且{ 1有界，所以{ }为收敛于X 的子序列，又因 

为 

ll(j+ )( “ ～X’ ≤ fI(j+ )( 一X 

所以有 

lim = 

3 关于算法的具 实现 

步骤 1： 
。

=0，当 If ≤Ⅱ且 <n，由(cG)方法计算 

出 “ ，如果 ll X ll≤d，z：0，1，⋯，n，N(CG)方法 

求解线性方程 tIx+c：O产生的迭代点 是『可题(1) 

的解；否则一旦ll ll>n，( ≤n)，取；。：1广警I_ 
作为新的初始点，并且转用投影收缩算法的隐式方法 

( 。，，在(I2)中，取 =而南 ； 
步骤 2： 

0 = x 0 

e(X， )：： 一 [ 一p(册 +c)] 
“

= 一y(，+ )一 e(x ， ) ：0，1，⋯ 

取停机准则为 

m x l， )≤e 
归结起来，算法如下 

给定 和￡ 

done：= false 

Z：= O 

：= 0 

while,'lotl】 ll <口 and ?<n do 

(用(cG)步计算～个新的迭代变量 ) 

：= f+ 1 

end 

if／：= n the~,l done：= true 

else 

k ：= 0 

“  

1 ]r 

口 

’。丌赢 

end 

while not done and ≤ K do 

e( ， )：= —Pa[ 一 (／Ix+c)] 

：= —1．8(，+ 圩)～e( ， ) 

k ：= k + l 

讧一 j' 
done：= true 

end 

4 数值实验结果 

这一节我们给出～个问题(1)的大规模的数值例 

子 

设H=A A，c=一A b，A：；U∑Vv，其中 

。  ， 

=  一 2 是豪斯荷尔德矩阵· 

∑ =diag(~)是一个m× 对角阵， 

向量 Ⅱ， 和b是同余伪随机数： 

ul=13 846+“ =(3 146u 一l+13 846)mod 46 

216 i= 2，·一．m 

口，= 13 846 

= (42 108 一】+13 846)rood 46 273 =2，⋯，n 

bI： 13 846 

6。=(45 278b c__+13 846)m0d 46 219 i=2，．-．， 

取￡ =5×10 (与[6]相同)，￡ =5×10 ． 

文中算法用 Matlab语言实现，表中 l表示用(co) 

方法直到 ll l{>o的造代步数，k表示用(Pc)方法 

直到满足停机准则的迭代次数。 

例：取 m =2000，n=】000 =c0s +II 

k ： l，·一， ， 

cond(H)=cond(A A)：1．65×10“， H cjl 
： 4．37× l 

表 1给出了 n=10"，⋯，lo7的结果。 

表 1 n：1 ．⋯，lo7的结果 
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注：在(pc)方法中适当选择参数 对收敛速度能起到很关键的作用，对同样的问题．如果选择 “=1．则选代的次数比原来要 

多出许多倍，特别在 。取值较大时选代次数差别更尢 ，见表 2 

表 2 迭代次数差别 
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Abstract：A method sovlng the quadratic programming 1 ITm + c =miia
， ． ． II II 2≤n is established，which is 

combined by conjugate gradient method and implicit pmjec2tion and contraction method．The unconstrained problem is solved by 

conjugate gradient method t~dth the initial point X =0．The solution of the constrained problem is obtained if i X li 2(。( 

= 1，2。·‘’)，othen,Ase，once the noiIll of the interior poilit is greater than n，implicit PC method is used，started with this 

point．The numerical results show that this algorithm is vel3,effective for l~ scale problem，and the precision is improved ． 
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