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一 类广义 Li~nard系统极限环的存在性。 

张 谋 
(重庆大学 数理学院，重庆 4ooo44) 

摘 要：讨论广义Li6nard方程极限环存在的充分条件。在用环域定理证明广义 Li6nard方程极限环 

存在性的过程中，所作的环域的境界线均为已知曲线，因而在证明方程存在极限环的同时，可以估计极限 

环的位置。还证明了在限制 G(±∞)=+∞被取消时，其极限环的存在性，当 (，，)=Y时即为文献[1] 

的定理 2。 
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关于 Li6nard系统 

+ ) +g( )=0 

的等价系统 

『 ：Y—F( ) 

， ． 

【 ：一g(x) 

或{ 二厂( )y—g( )
． 。 

其中 F( )=I厂(x)dx 

的极限环的存在性，过去讨论较多n ]，做了大量的工 

作，但大部分都假设了条件 G(±∞)=+∞。对广义 

Li6nard系统 ： 

y)-g㈩  (1) 【 
： 一 厂( ) ()，)一 ( ) 、 

或 d
x

= 一 f(x)一 (2) 

讨论较少，本文给出该系统极限环存在的充分条件。其 

中定理 2去掉了限制 G(±∞)：+∞，当 ()，)=Y时 

即得到文献[1]中的定理 2。设方程(1)中的函数均连 

续，有唯一的奇点(O，0)。 

r， 广 广 

令 ( ，)，)：I ~o(y)dy+I g( ) ，G( )=I g(x)dx 
” ” 

定理 1 设方程(1)中的函数满足： 

1)y~o(y)>o(y≠0)， (±∞)=±∞ 

2)xg( )>o( ≠o)，-『g( )d ：+∞ 

3)当 I I充分小时 ，／’( )<0 

4)]Ⅱ>0，当 I I>Ⅱ时厂( )>0 

5)(A)当 >n时， 有上界；(B)当 <一n 

时， 有下界，则系统(1)必存在极限环。 

证 令 q(x，)，)=一厂( ) ()，)一g( )，由已知 

Ⅳ >o，M >0，当 1)，l>Ⅳ，l l≤Ⅱ时，sup = 

sup(一 )一 )< 
由条件 5)知 ： 

当 >n时，存在 Ⅳ <o使 (Ⅳ )<一 ，即 

q(x，N )=一厂( ) (Ⅳ )一g( )>O；或，当 <一Ⅱ 

时，]N2>o使 (Ⅳ：)>一 ，即 Q( ，Ⅳ2)= 

一 厂( ) (N )一g( )<O； 

下面构造环域的内外境界线： 

因为 l m=一 ) (，，)>o 当l l充分／J、时 
所以取充分小 C>O，则 ( ，Y)=C可作为环域 

的内境界线。 

设定理 1条件 5)(B)成立，记 Ⅳ，≥ max{N +1， 

Ⅳ2}，过 A (一n，N，)作斜率为 M的直线交 =n于 

A ，作曲线 ( ，Y)： (A )交 =n于另一点A，(n，Y，) 

且 y <O；再取 Ⅳ4：ITlax{ 一Y3}，过 A (Ⅱ，一Ⅳ4)作斜 
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率为 的直线，交直线 =一n于点A ，过 A 点作曲 

线 ( ，Y)= (A )交 =一n于另一点A 。 

若 A 在 A， 之 下， 则 取 闭 曲 线 r ： 

A A A，A A A，作为环域的外境界线。因为在线段 

A，A 上， d
x
< ， dt>0；在弧段A2A3．AsA~上 = 

一  

) ()，)<O；在线段A3A 上 dx<O；在线段A
4A5 

上， < ， < ， dx<o；在线段 A A
，上 d

t
>0； 

所以方程(1)正向轨线与 r相遇时均进入r的内部。 

若 A 在 A，之上，此时曲线 ( ，y)= (A5)在 

<一n部分必交 Y= N2于点 A，，取 闭曲线 r ： 

A，A A，A A ，A。A，作为环域的外境界线(其中 。是 

)，=Ⅳ 与 ：一n的交点)，因为在线段 A7A。上 = 

Q( ，N )<0。由环域定理知，方程(1)至少存在一个 

极 限环 。 

定理 1中所作环域的境界线均为已知曲线，因而在证 

明存在极限环的同时，可以初步估计极限环的位置。 

定理 2 若方程(1)满足下列条件： 

1) (Y)>0(Y≠0)， (±∞)=±∞ 

2)xg( )>O( ≠O) 

3)存在数 n<0<b，当 n< <b时厂( )<0； 

当 <n或 > b时厂( )>0 

4)j Cl， ，M >0，当 > b时g( ) )> 

Kl；当 一Kl<Y<0时 ()，)>一Cl； 

． 

当0< <+∞时I(一 )一 g( ))d < ，， ’b ‘’ 
其中 N =

一  。 
()，)，M-+C-≤ K- 

5)j c ， ，M >0当 <n时g( ) )< 

一 Kz；当 0<，，<Kz时 ()，)<C2； 

当 一∞ < <0时 G(x)／~o(K2)+ ( )≤ 2； 

当)，≥K2时 ()，)≥ ( )，则方程(1)存在稳定的极 

限环。 

证 与定理 1的证明类似 ， ( ，)，)： C(C充分 

小)可作为环域的内境界线。过 A。(0，一 。一C。)作方 

程(1)的正向轨线 A。，， )及负向轨线 A。，，一)，下 

证明： 

a)轨线 ，，一)不与正 轴相交。 

当f(a0，，一)在区域 D。={( ，Y)1 0< <b， 

一 Kl<y<0}内时，因戈= (y)<0o'=一 ) (y)一 

g(x)<0，所以 Ao，厂)单调增加。 ，，一)必与 ： 

b相交(后面证明 A。，r)不可能与正 轴相交)。 

当 A0，，一)进入区域 D2={( ，Y)I b< <+∞， 

一 ，<Y<o}内时，由条件4)知耋=一 )一 ≥ 
一  )>o(~oe c，一K，≤一Ml<0) 

即 A。，，一)在 D 内仍单调增加。因 =一 一 

C ≥一K1，若 ，，_)与正 轴相交，则必先与y=一c 

相交于点(牙，一C )，方程(2)从 =0到 =面积分有： 

y㈩= +-[(一 <Yao+ 

．f(一 )一 )d <一 一c，+ ，≤一c， 
这与 )，(孟)=一c，矛盾，所以 A。，厂)不与正 轴相交。 

b) A。，， )必负 轴相交。 

考虑方程 

： 一  ) (3) d 一 、̂ 、一 

求其从 ：0到 ：n的定积分 
a

r 

Y(n)=Y0一If(x)dx=一M 一c 一F(0) 
J
0 

即方程(3)从 A。出发的正向轨线 A。，， )与直线 ：n 

的交点为(n，一 ，一C，一F(n))，在区域 D，={( ， 

Y)I n< <0，Y<0}内，由条件 1)与 2)知。 

d 1 ，d l 
dx l(2) dx l(3) 

所以 A。，， )在区域 D，内或者与负 轴相交，或者 

与 =n相交。若与 ：n相交后进人区域D ：{( ， 

Y)I <n，)，<0}，此时，露<0， >O， A0，， )单调 

递减，经有限时间后必与负 轴相交。设 A。，， )与 

负 轴交点为 ．。 

c)方程(2)从 A。出发的正向轨线 A。，， )必与 

正 Y轴相交。 

在区域 D5={( ，Y)I n< ． ，Y>0}内，露>0， 

>0，即 A。，， )单调增加。经有限时间必与正 Y轴 

相交。在区域 D6={( ，)，)I一∞ < 
．

< n，0 < Y < 

}内，由条件 5)知 

≥ 一 
1 
g( )一 g( )=一 g( )>o 

所以 A，，， )在 内单调增加，若 A，，， )不与 Y= 

相交，则必与正 Y轴相交。设 A。，j )与 y=K 相 

交于( 。，K2)，在交点处作方程 
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耋=一 )一 (4) 
求其从 = 到 =0的积分 

)，(o)_)， ) o)+ 1)_ + 

≤ 2+ M2 ≤ + 

即方程(4)与正 Y轴的交点的纵坐标不大于K +M ， 

且 

< 

因此方程(2)从 A 出发的正向轨线 ，， )必与正 

Y轴相交于A2，YA ≤ K2+M2。 

d)方程(2)的从 A 出发的正向轨线 A ，， )必 

与正 轴相交。 

求方程(3)从 =0到 =b的积分 

)，(6)=)，(O)一F(6)=Y 一F(6)≤Kz+Mz—F(6) 

说明方程(3)的轨线与 =b相交，且 

< 

所以 A ，， )或者与正 轴相交，或与 m---b相交；若 

与 =b相交，在区域 D，m---{( ，Y)I b< <+∞， 

y>0}内露>0， <0即 I <o，方程(2)的正向 d戈1
，'、 

轨线经有限时间后必与正 轴相交。设与正 轴的交 

点为A3。 

e)方程(2)的从 A，出发的正向轨线 A，，， )必 

与负 Y轴相交。 

轨线
．

厂(A3，， )在区域D ={( ，Y)1 0< <+∞， 

Y<0}内由a)的证明知轨线 A，，， )单调增加，由初 

值问题解的唯一性知，轨线不能 自相交，所 以 A，， 

， )必与负 Y轴相交A 且 Ya >YAn。 

综上所述，环域的外境界线为 A。A A A，A A。，所 

以存在稳定的极限环。 
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Existence of the Limit Cycles for Li~nard Equation 

Z ／vlG Mou 

(College of l~themadcs and Physics，Cl10ngqing University，ehongqing 400O44，China) 

Al~ r'aet：Some sufficient e~ndidons of the existence of limit cycles of the Li6nard equation are discussed．In the eouPse of 

proving the annular region theorem，annular region’s interior or exterior boundary can be given by contracting method of the 

paper．So we can estimate generally the l~sidon of limit cycles of the systems．The existence of limit cycles for given INtlla[ion 

is discussed in~rmther theorem，in which the hyl~thesis of G(±∞)=+∞ is omitted．Our results are the corresponding 

results of[1]in the condition of ()，)=Y． 

Key words：the limit cycle；the existence；theⅡ6rla equation 
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