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弹性平面问题求特解的方法及应用 
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摘 要：现有的文献大多是讨论齐次问题或者是非齐次问题的某些特殊情形 ，如何将非齐次问题转 

化为齐次问题 ，通常需要寻求问题的特解，因而讨论弹性平面问题特解的方法具有实际意义。对弹性平 

面问题分别用位移法和应力函数给 出了求位移特解和应力特解的方法，从而可将非齐次问题转化为齐次 

问题来处理 ，并给出了若干具体特解及应用。 
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对于弹性平面问题，若考虑温度或体积力等因素 

的影响时 ，其往往是非齐次的。现有的研究成果大多 

讨论的是齐次问题或者是非齐次问题 的某些特殊情 

形 I4】。如何将非齐次问题转化为齐次问题 ，通常需 

要寻求问题的特解 。笔者分别从位移法和应力函数法 

给出了求位移特解和应力特解的一般方法 ，从而可将 

非齐次问题转化为齐次问题来处理。文中还给出了一 

些具体特解及应用。 

已知 ，弹性平面问题的基本方程为n 】： 

盯 ( )+ ( )=0 (i=l，2)， ∈ (1) 

= ．It( + ) (i3- ， =l，2) (2) e = + L，．，=l，Z 2 

= 2Ge +≠ 一 ，( ， ，后=l，2) (3) 
其中盯 ，e ( ，J=l，2)分别为应力和应变；tJ为Poisson 

系数 ；E为弹性模量 ；a为热胀系数 ；T为温度函数；u 

为位移函数； 为体积力函数 

其中 G= ， = 

利用式(2)、式 (3)，式(1)可化为位移方程 

‰ +G( + )+ + =0 (4) 

式中 ： 

引入 Airy应力函数 j5，有 

△ =一EKAT一 ( =l，2) (5) 

盯 =(一1)” j5 (i，J= l，2) (6) 

式中对于平面应变问题 ，c= ， =r ；对于平 

面应力问题 k=a，7(=(1+ )。以上各式中 、 (i= 

1，2)分别表示对 和 的偏导数(下同)。 

1 位移和应力特解 

1)热弹性问题 

令位移特解 11, = 11, = 其中 为位移 

函数。由式(4)，有 

AxF =(1+tJ)aT (7) 

作变换 

= 1+ 2， = 1一ix2 (8) 

式(7)化为 

％ =寺(1+tJ)a ( ， ) 
于是 

= 如(1川 ，T／)d~dT／ (9) 
代回变量 ， ，~lJ．-I求得 及位移特解。又由式(4) 

可求得应力特解为 

盯 =(一1)“。 ( ， = l，2) (10) 

式(9)实际上是对变量 、 的二次积分 ，表 1列出了几 

种情形的位移和应力特解。 
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表 1 几种情形的位移和应力特解 

2)对应力函数法 

特解 声 应满足平衡方程及相容方程。若不计体 

积力 ，则式(5)为 △2声=一ExAT，可按上述方法求得位 

移特锯 u ．这时可化为齐次方程 =0求解 。 

直接从方程(1)求应力特解 。令 

d 11=g1一I dx1 g1+ ， 

笠=g2一IAdx2=g2+／ (11) 

代入式(1)，有 

g11+d 12=0，g笠+d 12=0 (12) 

又令 

d l1+ d 笠 = ， =一 ExT—nb， l Ab = 

(13) 

由前面的讨论方法 ，可得 

6：一{ ： 
一 去l[ 。+ + (厶一f,,)dSdT／] (14) 

这里右端积分中的fo．(i， =1，2)分别表示对 ， 的 

偏导数 ，于是 

g1+g2= 一( + )= 

一 E r一7c6+IAdx1+If2dx2=一T (15) 

由式(12)，有 

da l2 ： d l2dxl+ d l2dx2 = 一 g笠dxl— 

glldx2= (gl+ )2dxl—glldx2 (16) 

若 g。 =g笠，则有 

Ag =一呓 (17) 

作式(8)所示的变换，式(17)变为 

g也=专( 一2 +呓) (18) 

于是 

g = 1(I T；av+j．巧d 一2r ) (19) 
又由式(15) 

g =一r 一gl=一丢(』71 d +』巧d +2r ) 
(20) 

代回变量 ， ，由式(11)及 (16)即可求得应力特解 

d l1，d ，
丝 

d 12 = I(g1+r)2dx1一g11dx2 (21) 
J uo 

由式(17)知 ，式(21)右端之积分只与点 眠 、 有关而 

与路径无关 。不难证明特解 d (i， =1，2)满足式(1) 

及相容方程 a(o 。 +d 。：)=一 △r一 。于是问题 

被归结为求解齐次方程 △声=0o表 2给出了用此法求 

得的特解。 

表 2 几种情形的特解 

2 应 用 

基于上节的方法，求得特解后 ，即可将问题化为齐 

次方程的定解问题。这里我们作进一步的讨论。 

考察方程： 

Au=，( )， ∈0 (22) 

方程(7)即为当 )=(1+y)·aT的情形。作式(8) 

所示的变换 ，令 。， ：)= ( ， )+ ( ， )，有 

u(8， )=专( ( ， )d d + 

( ， )d d )= F。( ， )+iF ( ， )(23) 

代回原变量 。， ，并记 ( ， )=F：l ( ， )+ 

F ( ， 2)+ F ( ， 2)(k：l，2)，于是 

( ， 2)=F：”一 +i(rf + ”)(24) 

因此，实际上求得的是式(22)的两个特解 

ul= F ̈ 一 F ， 2=F +F (25) 

考察方程 ： 

△2 = )， ∈ n (26) 
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式(5)即是当
．
厂( )=一EKAT一 的情形。作式(8)所 

示的变换 ，类似地可得 

= 铷 叩) 叩 d叩= 
( ，叩)+ ( ，叩) (27) 

式中 

_F ( ，'7)： [『F (s，'7)dsd'7， 
)= F ( )州 叩 (28) 

代回原变量 ， ，有 

( X2)= (1)( ，X2)+ (2)( ，X2)， 

2( 1， 2)= ”( 1， 2)+ ( 1 ) 

同理可得特解为 

l( 1， 2)： ”一 ， 

Ⅱ ( ， )： + (30) 

由式(16)，令 P( 1， 2)=(g1+ )2，a( 1， 2)= 

一 g 及 P = Q ，有 

(gl+ )笠 =一g11 

可得 

Ag1= 一 

此即是式(17)。因此式(16)的右端满足 C—R条件，且 

按式(21)求得的特解 口 右端的积分与路径无关 】。 

若取Mo=(车，叩)，M =( I， )，则 盯 又可按式(31) 

求得 

o't
12 = 』x 1p( ，刁)d +』 Q(Xl~X2)d (31) 

或 

{~t
12 = J==2Q(车，∞ )d +j{ jP( ， z)d戈(32) rx r#． J∞ J 

其次，由上节讨论的过程易知求得的特解 ( 、J= 

1，2)满足式(1)，又注意到式 (13)、式 (14)，即知求得 

的应力特解满足相容方程。 
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M ethods of Finding Special Solution for Elastic Plane Problem 

O／U Li-qiong 
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)stra‘=t：The transformation of even dimension to non even dimension usually need the special solution of a cA~rtain pr0bl锄
． 

This paper discusses method to fmd special solution of elastic plane problem is worth for practical 叩 0se
． The n th0ds 0f 

finding special solution of disphcemem and stress for elastic plane problem are given for non even limem ion displacement 

method an d stress function me~od respectively，an d the pm~em are transformed into even dimension
． Several concrete special 

solutions an d applications are included． 

Key w0rds：elastic plane pmblem；displacement；stress 
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