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具有 Bernoulli反馈的离散时问服务门限轮询系统 

鲁 韦 昌，孙 荣 恒 
(重庆大学 数理学院，重庆 4OOO4O) 

摘 要：本文对具有 Bemoulli反馈服务门限非对称的轮询 系统，通过 Markov链理论和概率母 函数 的 

方法进行研究，推导出了各站轮询时刻访问间隔时间、轮询周期、每站的服务时间、每站的队长、第 i站(i 

：1，2，⋯Ⅳ)顾客 C每次反馈的逗留时间系列及每次顾客 C服务完成时系统的队长的概率母函数。 

关键词：Bemoulli反馈 ；服务门限；访问间隔时间；队长；逗留时间；轮询周期 

中图分类号 ：0226；THll1 文献标识码 ：A 

轮询系统是一大类现实世界客观存在的轮询机构 

的核心部分。它在计算机通信网络及工业过程控制的 

领域都得到了广泛 的应用。轮询 系统工作过程是 ：系 

统内有一个中央服务器担任对每一个站的查询工作 ， 

查询按一定顺序进行 ，两个站之间的查询时间称为走 

步时间，接受查询的站获得服务机会，若该站无顾 客， 

则中央服务器继续对下一个队列查询。目前 ，连续时 

间的非对称轮询系统 已有些结果 ，但 随着计算机 网络 

的发展和 自动控制领域 的不 断进步 ，提出了大量的非 

对称离散时间轮询系统 的问题。H．Takagi．利用概率 

母函数的方法 ，通过嵌 入 Markov链对批 到达 ，服务时 

间以定长的离散时间的非对称轮询系统进行了详细研 

究 ，本 文采 用此 方法 ，对 具有 Bemoulli反馈 且 也 是 

Bernoulli到达和服务过程的离散时间非对称轮询系统 

进行讨论 ，给出系统的有关特性参数。 

1 具有 Bernoulli反馈的离散时间非对称轮询 

系统模型 

讨论的轮询系统中有 Ⅳ个站 ，这 Ⅳ个站是由一个 

服务器以一定顺序查询，其系统模型见图 1。若查询到 

的站有顾客，则服务器将对该站顾客进行服务，否则将 

对下一个站进行查询。 

1．1 假设条件 

(1)本文所讨论的是离散时间的轮询系统 ，因此在 

以下讨论中时间轴按时隙 r为单位划分(为简单计，取 r 

为单位时间)。顾客在(n，n+)中到达，顾客在(m 一一， 

m一)服务完成，顾客在(m一，m)中可能反馈，每次被 

服务完后以概率 仃 立刻反馈到该站队列尾端，以概率 

图 1 轮询 系统模型 

l— 立刻离开排队系统 ，永不再来。即是以参数 的 

Bemoulli反馈 。(见图 2) 

可 可 可 可 
能 能 能 能 
到 离 反 到 
达 开 馈 达 

J土 —L 一 一 一 一 _．LL  L L ·- 

图 2 时 间 系 

(2)设第 i站的顾客到达时间间隔序列 {J ，n≥ 

1}是相互独立且与 同分布的随机变量序列，Ji服从 

参数为 的几何分布。该站各个顾客的服务时间序列 

{B ，n≥1}也是相互独立且与 B 同分布随机变量序 

列，B 服从参数为 的几何分布。 

(3)R 表示服务器从第 i站到第 i+l站的走步时 
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间，且是取 r的整数倍的随机变量，服从一般分布。冠 

≥ 1(i= 1，2，⋯，N)。(i∈ (modN))服务器进入(离 

开)走步时间或进入(离开)某站都在 r的整数倍时刻 

发生 。 

(4)各站输入过程 ，所有服务时间，对每一个顾客 

服务完一次是否反馈 ，所有走步时间均相互独立。 

(5)每个站的缓 冲器容量足够大，不会产生顾客 

丢失。系统处于平稳条件(10<1)下。 

(6)对于进入缓冲器 的顾客，按先来先服务原则 

进行 。 

1．2 引人记号 

r (／'n)：服务器在第 171,次轮询到 i站的时刻。 

L (t)：时刻 t在 i站的顾客数。 

￡(t)：在 t个单位时间里到达 i站的顾客数 ．即 

{毫(t)，t≥0}为参数为 的 Bernoulli过程。 

C ：服务器相继两次到达 i站的时间间隔称为相 

对于 i站的轮询周期 ． ：E(Zq)。 

：服务器离开 i站到再次到达 i站的时间间隔称 

为相对于 i站的访问间隔时间．， (z)：E( )。 

： 服 务器 对 i站 的每次 服务 时 间．于 (Z)： 

E(z1)。 

0 ：第 i站的第 个顾客引出的忙期。 

：第 i站的一个顾客在第 一1次服务后反馈到 

该站排队起到第 后次服务完成后的这段时间。 

N ：某站顾客在第 jc次排队开始时系统 中已有 

的顾客数。 

(z)=E 量N 】， (z)= ]，rI= 
N 、 N 、 

砌  一  
, 

u i ， 
- l— 

f=l f dI ：i 

， (r ) = lira ( (m))，F (Z ，Z2，⋯， ) = 
r + ∞  

． ， 、 N 

量 】，G(Z ，Z：，⋯， ) ： _Ⅱ ]， J 
， l 

(z)= E[z5 ] 

2 主要结果 

本文讨论具有 Bernoulli反馈的服务 门限的非对称 

轮询系统模型。Bernoulli反馈是服务器对在 i站的每个 

顾客仅服务一次，直到服务了 L ( )个顾客后服务器 

就离开 站，每次顾客服务完一次后以 的概率反馈 

回站的队尾，以概率 1一 离开 i站的排队系统。 

定理 1：对于Bernoulli反馈的服务门限的非对称轮 

询系统模型 ，有 

F⋯(Z1，Z2，⋯，Z = (1Ⅱ( + Fi(Z 一，z ， 

(aiZ +盯。)B。(1Ⅱ + ， +l，⋯， ) (1) 

G (Z)=R( fZ+ )G(B1( fZ+ 。)，⋯， 

B 1( 。z+ )，B ( Z+ 。)(盯。Z+盯。)， 

B 1( Z+ )，⋯，B。( z+ 。)) (2) 

厶 = ， 

毗㈩"Ci ( + + ’ ) 
(3) 

其中 从 到 i一1的数是属于 modN． 

证明：对于所讨论的轮询系统，可建立如下数学模 

型 ： 
Li( ) 

『L ( )= (R)+皇(∑B )+ ( 。(r。)) 

{ ) 
【 (r。+ )=专(尺 )+ ("Ci)+毫(∑ B ) 

(i， =1，2，⋯，，v． ≠ i) (4) 

其中 B*(i=1，2，⋯，N． =1，2，⋯，L (r )表示第 i 

站的第 个顾客在 i站的一次服务时间， (L ( ))是 

服务器每次在第 i站服务时反馈的顾客数。 

显然E【量 ‘ 】=袁 【亟( + )】， ，v ～ 

于是 F⋯(Z1，Z2，⋯， )=E(_Ⅱ ‘ )= 

E(鱼 ‘ )E[(量N ‘ )· 
N 

r ， 、 ， ． ， 、 、 一 ．  
N —— 

(量 )( ‘ ”)]= (-Ⅱ( + ))· 

F。(Z 一，Z ，(d z + )· 

B (墨( + ，Z ，⋯， ) 

服务器第 m +1次轮询到 i站时 ，i站的顾客数 

L ( (m+1))应是所有行走时间 尺 ( =1，2，⋯，Ⅳ)， 

服务器在各站的服务时间之和到达的顾客与服务器在 

第 m次轮询到 i站时服务完一次后反馈的顾客数之 

和 ，即 

(r ( +1))=∑毫( )+ 
1 

N ‘ (m)) 

∑毫(∑ )+ ( ("Ei(m))) (5) 

显然E(重 )= 【童( + )] ，̂ ～ 
Ⅳ 

(m)) 

E(蕊 乞(吾 ) ( ( (m)) )： 
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E(ⅡN日 ( + )々‘ (m)’( + gi(ri(A
i
Z aiZ m) ) E(Ⅱ日 ( + )々‘ ‘ ’( + ) 

当 m一 。。时(2)式成立 ． 

对 (5)两 边 取 教 字 剜 里 且 ／'／1,一 ∞ ， 

E(L t)) r“
j

∑
= l 

E(LJ( )) E(Li(rt)) 

即 眦  ))= 
Gi

+妻 1 E( ( (6) O ．' }￡i 
上式两边乘以 ，在对 求和 ： 

i 

N去眦 = N )~ir+ 

喜去喜毗c 
得到 ∑ ( ))： (7) 

i=1 

E(L
i ‘ 广  

将 (6)代入(7)式： 厶(r )= =l，2， 

⋯

，Ⅳ) 
i-1 1 (rk) 

另外 (r )= ∑皇(尺 )+ ∑皇(∑ B )+ 

( ( )) 

其中 k从J．， +1直到 i一1的数是属于 modN 

毗(r1))_ ( + 旦1-pi + 1 oi) 、̂= = ＼ 一 ／ 
定理2：对于具有 Bernoulli反馈的服务门限的非对称轮 

询系统模型 ，有 

+ + ))， 
眦 )： ； 

(z)= ( ))，E( )= ； 

(Z)= (Z)G( 。(Z)，⋯，云 (Z))， 

E(c)= 

证明：对于所讨论 的轮询系统模型，有 
( ) 

厶(r )=毫( )+毫(∑B )+ (厶( ))(8) 
一 方面：E( ‘‘ )： ( iz+ ) 

另一方面： 
Lf(ri) 

E( ‘’)：E(zLI(ri)一 (量 )一 ( )’)： 

G—i( i(≥+ )( i+-z)) 
因此 

z) + a； A 
i

、
1 ( + )) 

x,-t(8)式两端求数学期望 ，计算得 ：E(I。)： 

￡ (ti) i(ri> 

又‘．· ：∑ B ，．‘． (z)=E(z =E(z善 )= 

G～ (B～ (Z)) 

在平稳条件(J0<1)，有 厶(r。)= (， )+￡( ) 

+ (厶( )) 

贝U E(L (r。) = E( 。(，。)) + E( (Ti)) + 

E( ( (r。)))=AlE( )+AiE( )+alE( (r )) 

得到 E( )= 

对于服务器轮询周期 ： 
N N N N Li(f ) 

C=∑R +∑ Ti=∑R +∑(∑ B ) 
i=1 i=1 i=1 i= 1 =1 

Ⅳ N ( f) 

(z)：E(z 善‘善 ’)： 

尺(Z)G(B (Z)，⋯，日 (Z)，⋯， (Z)) 

而且 E(c)=E( )+E(，z)=T- 。故定理 2全部 

证 明完毕。 

定理3：对于具有 Bernoulli反馈的服务门限的非对 

称轮称系统模型 ．服务器轮询 i站时，对每个顾客服务 
一 次后 ，顾客以概率 反馈回i站的队尾，以概率 1一 

离开 i站的排队系统，此时顾客在 i站形成一个逗留 

时间 ，当服务器对 厶(r )个顾客都服务了一次，服 

务器随即离开 i站．若服务器对顾客服务了m次，则顾 

客在 i站形成 个逗留时间系列 ，yi ，⋯， 。这里 

一 l 

= ∑％ + + (k=1，2，⋯)，其中B嘶是顾客 

C第k次排入 i站排队系统时，此排队系统 已有的顾客 

的服务时间，B 是顾客 C第 k次服务时间。 

令 =X 

一 1= + B ( _，m) 

一 2= + _)m一1曰 ( 一1) 

= +D +1Bi(1：】_，矗+1) 

1= + 。 2Bi( _，2) 

0= + 。 1Bi( _，1) 

= Z 

一 1： Z 一1( f+ B (1：]r，m)) 
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一 2=Z 一2 ． + 一1B ( )) 

= Z ( + + B (， + )) 

1=Z1( + 2日 ( 2)) 

0= + 1日 ( 1) (9) 

。则(1)若顾客 c到 i站时，服务器已经离开 i站 ， 

那么 

P (z ，z ，⋯，Zm， )= E(z ，z ，⋯，z ，X)= 

日 (1 1) (1 0( + 0))· 

么 

， ( )一， ( 0) 

1 一  0 

m ～  
一  

j

Ⅱ
= 2
日 ( )， ( ) (10) 

(2)若顾客 C到 i站时，服务器正在 i站服务，那 

P (Z1，z2，⋯，ZN，X)= ． 

～  ～  m ～  一  

No(B ( ) )卫日 ( )， ( ) (11) 

⋯ ： 芸 +1 而Ⅳ0(z)=——— ——≠ _ — —-_( ( z+ 
一 ( z+ ) + J 

)一 ( (( z+ )( + ))+ )) 

(3)顾客 C在任意时刻到达 i站且经过 m次反馈 

证明：( ， ，⋯， ，N )的概率母 函数 P (Z ， 

Z：，⋯，Zm，X)=E(z z} ⋯z Y 一-)依赖于条件 

(No，N 。‘，Ⅳ ，Yi ， ，⋯， 一 )，而 Ⅳm一 可 决定 

， 因 此 由 (No，N 一，Nm 一， 
一  可 得 到 

(Nm )，由于服务器对每个顾客服务时间是相互 

( + 妇  (z )) (m-̈( +盯 妇  (z )) 一 

这样 Pm(z ，z：，⋯，z ， )=日 (z )， (z )· 

E{z -⋯z )(Z 一 ( + 妇  (z ))) (m-̈ · 

(盯 +aiXB (z )) 一z} 

又 由于(Ⅳ0，Ⅳ 一，Nm一3； ， ⋯， ( -2))可得 

到(Nm ( ))重复以上步骤(m 一1)为简单计 ，令 
一 组式(9)，则有 

P (z1，z2，⋯，z ，X)=B (z )， (z )· 

E{z ，z} ，⋯，z _̈ }： 

E{ }五 ( ) 

(1)当顾客 C到达i站时，服务器 已经离开 i站 ，此 

时 1=j 一t+∑BnJ+B l (o<t≤ Ⅳ0= 
J=o 

邑(t)+ ( )+／(日( )) 

其中 t时从服务器离开 i站起计时，顾客 C到达 i 

站的时刻 ；表示在 里服务完顾客的反馈数。 

这样 E{ ：n }： 

(r) t(1) )) 

E{ E{ il-t+j =Ö"I 善 ％西∽+ ( l )) 

由 毫(t)与 ( )+／(日( ))是相互独立的。 

(f) 

E{ 善 lj-t+ -嘶‘t l 

AiB ( 1) 

)= 

AiB ( 1) 1+ 

1 

1 
1 一 (AiU (1 1) 1+ ) 

{ (Ti)+ B(Ti)) 

E( 1 善 BIj嘶‘ )+，(口‘ ： 

( 。( 。／1 +一／zi)) 

E{， }t }=E{ (， ) (， 。( 。 +一,ui))· 

} ． 
1 一 0 

一

“ 、 

IⅣm )))： 故 

E{z -，z z，⋯，z 一”， (z ) (z )· 

E([妇 i(z )] 一 l Nm
一  ， ( _1))} 

由于 (k=1，2，⋯)是由在 时间内到达 i站的顾 

客数 有顾客 c第 k次逗 留时间内反馈的顾客数 

之和，即有 

E{[妇  (Zm)] 一 l Nm ( )}- 

E{[妇  (z )] 一 一 l N 
一  ， ( _1)}： 

( ( ) 

P 1(Z1，Z2，⋯，Zm，X)= 

AiB ( 1) (gto( 0 + ))· 

垦 一§ B ( )， ( ) 
(2)当顾客 C到i站时 ，服务器正在 i站服务 ，此时 

1=B11+∑BnJ+B。l+，I 
= 2 

No= 皇(C)+毫(t)+ B(￡))一B(t) 

藕 

Z 

本 
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(0<t≤∑ ) 

其 中 t是从顾客 C到 i站起计时，顾客 C到达i站的时 

刻 ，B(t)是在 t时间内服务完的顾客数 ，若 t时刻恰好 

服务完一个顾客也将计人其内．f(B(t))是 B(t)个顾 

客反馈数 ．B 是顾客 C首次到达 i站时，服务器正在 

服务的顾客的剩余服务时间．由于 B 是服从参数 

的几何分布 ，且几何分布无记忆性 ．因此 
No 

E{ }- }：E{ 善B／lj+Bi- 0 I No>0)· 

P{No>0}+ ( 。) ( )P{No=0}= 

B ( ) )N0(B ( ) ) 

而 N～。(Z)：E(ZNo)： 

E( ‘‘) ‘。) (‘) 一 (‘ )= 

E{ ‘。 E{ ‘‘ j-( ‘‘ 一 ‘‘ I (C)}} 

E{ ‘ j-( ‘‘ 一 ‘‘ I 。(C)}： 

( + )． 
(c) 

·一【( z+ )(! 三 + )]菁 

l一( + )( + ) 
N～ (Z)： 

+ c)． 

(c) 

·一 + )( +训 吾 

1 )( + ) 

( + ) 

l )( + ) 
[ ( z+ )一 ( z (( z (( z+ )· 

( + )+ )] 

(3)顾客 C在任意时刻到达 i站 ，则因为任意时刻 

服务器在 i站的概率为 

E C ： P· ( ) 一 1一 r — ‘ 

P (Z1，Z2，⋯，Z ，X)=piP 2(Z1，⋯，Z ，X)+ 

(1一P )P 1(Z 一，Z ，X) 
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Service Gated Discrete——time Polling System 

with Bernoulli Feedback 

LU W ei-chang，SUN Rong-heng 

(College of Science，Chongqing University，Chongqing 4OOO4O，China) 

Abstract：This paper analyzes asymmetric limited gated service polling system with Bernoulli feedback
． By the imbedded 

Markov chain theory and the probability generating function method，The authors derive the generating function of intervisit time 

，polling cycle time ，service time of each station and queue length in the each station
．Furthermore．the sueeessive sojourn 

time of customer C in ith station(i=1，2，⋯Ⅳ)and queue length after the(m一1)th serviee a_re 0btained． 

Key words：bernoulli feedback；service gated；intervivis time；queue length；s0joum time；polling cycle time． 
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