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椭圆单侧问题 的边界元计算方法 

张 凯，祝 家 麟，张 洁 
(重庆大学 数理学院，重庆 4OOO44) 

摘 要：单侧 问题是一类重要的数学物理问题，它可以转化为互补 问题进行求解。由于单侧 问题 的 

互补条件位于边界之上 ，特别适用于边界元法。基于 Aitchison提 出的关于 Laplace算子的开关算法，笔 

者将之拓广到一般的椭圆型算子，并基于边界元方法应用开关算法，对这一问题给出了简单高效的计算 

方法，并进行 了算法的收敛性分析，最后给 出了相应的数值算例。此种算法的优点在于只须在原有的边 

界元程序 中，做少量的改进，并且迭代效率极 高，产生的计算误差很小。结果表明，算法简明高效。 

关键词：边界元 ；椭圆算子；开关算法；单侧问题 

中图分类号：0343 文献标识码：A 

在诸多类型的数学物理问题 中，单侧 问题是一类 

典型而又重要的问题 ，研究这类问题具有很强的代表 

意义。这类问题来源于许多工程实际问题 ，比如：流体 

力学中的半渗透壁问题、水坝的渗流问题 、固体力学中 

的经典接触问题以及电镀 问题等，具有很广泛的应用 

背景。在 2O世纪 7O、8O年代 J．L．Lions、Glowinski等 

人将单侧问题归化为变分不等式 问题u．2J，并用有 限 

元方法进行求解，此种方法需要在问题的求解 区域内 

做大量的网格剖分，而且需要很多的迭代步数。9O年 

代 H．Han等人则是把单侧 问题中的 Signorini类 问题 

归化为边界变分不等式用边界元方法求解 J，这样可 

以避免区域的网格剖分，而在区域边界上进行少量 的 

剖分 ，但此种方法要涉及到大量 的奇异与超奇异积分 

的计算 ，同时还要进行大量的迭代。笔者不通过采用 

边界元法求解变分不等式的途径，而直接用基于开关 

算法 的边界元方法求解单侧问题。这种方法迭代 

步数少，更简单、高效、快速，并可应用于一般椭圆型单 

侧问题的求解 。 

l 研究的问题 

考虑椭圆算子方程 ： 

￡( )=f 

其中L=厶+口( ，y)盖+6( ，y) +c( ，y)，口( ， d dV 
y)，b(x，y)，c(x，y)为系数 为 自由项。为简化起见， 

将 以 l aplace算 子 为例采 研究 ，即 Possion I司越 的单侧 

问题(P1)。 
一 厶 =6( )，a．e．in 

l‰= (菇)， au l咖 (菇) 
(P1) Ⅱ≥ )， au≥g( )

，a．e．。n (1) 

( 一 ( 一g)=0,a．e．onal-2s 
．f2是 R 中的一有界区域，a．f2=a／2o u a U a 为 

的 界  

假定 a．f2充分光滑。 

问题(P1)是非线性问题 ，这一类问题通常由工程 

中的电镀模型、温度控制模型抽象得出。其边界条件都 

不是由一般的等式关系给出的，因而一般的求解非线 

性问题的方法是不适用的。Aitchison 提出的开关算 

法很巧妙的解决了这一类问题。开关算法的每一迭代 

步都是一个临时的线性问题，相对于本文研究的椭圆 

单侧问题，则每一步都是一个给定通量值与位势值的 

双侧问题。而边界元方法求解双侧问题是一种简便 而 
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又高效的计算方法。正是基于此，笔者给出了椭圆单侧 

问题的基于开关算法的边界元计算方法 。 

2 基于开关算法的边界元计算方法 

2．1 (P1)的开关算法 

根据 Aitchisonl4 提出的关于 laplace问题 的开关 

算法进行修正，得出了椭圆单侧问题的开关算法，具体 

实施过程为 ： 

1)先置 a 的边界条件为 Drichlet条件 u = 

)，视 为未知量，将单侧问题变为如下普通双侧 
on 

问题(P2)； 
一 Au =b( )．a．e．in．O 

P2 u I fl= U0，on Fz 

乱 一。 
2)求出(P2)的解 ，得到 ；检验是否满足 ≥ ‘ 

d，l on 

g： 

3 ．．K 

若满足，则 u 为所求解 ；否则，将 <g的边界 
d ，正 

3，．K 

部分 a 用 Neumann条件 =g替换 Dirichlet条件 
o ，‘ 

u = )；又得(P1)，解出 un ； 

3)检验是否满足 un ≥
．厂( )： 

若 u“ ≥ )，则 I‘n 为所求解 ；否则 ，将 un < 

)的边界部分 a 用 Diriehlet条件 u“ = )替 
． ．  

换Neumann条件警 =g；又得(P1)，解出un ； 
a ，正 

4)重复上述过程 ，直至迭代终止。 

2．2 双侧问题的边界元解法 

(P1)对应的双侧问题为 Possion方程边值问题 

(P2)，边界元方法特别适宜于求解此类 问题，和其它 

数值方法比较 ，它计算准备量小，程序编制简单 ，计算 

效率高，精度好。应用边界元方法，须用到基本积分公 

式和边界积分公式。应用直接边界法 的配点法求解 

(P3)的具体过程可见文献[5]。 

2．3 基于开关算法的边界元算法： 

针对本文解决的问题，可以看出，开关算法的每一 

步迭代，都是一典型的普通双侧边值问题，而且迭代的 

过程只是 改变边 界值，即只在 Dirichlet条件 和 

Neumman条件之间互换。众所周知，边界元法是解决 

此类问题的简单而且高效 的计算方法 ，很 自然的想到 

在开关算法 的过程中应用边界元方法进行求解。对一 

个具体的问题，在开关算法 的每一步都是一个双侧 问 

题，可直接应用上面的边界元计算方法求解，其实质是 

求解一个线性方程组。由于在求解单侧问题的过程中 

要进行位势与其法向导数的判断与转化，而在常单元 

上只有一个法向，这利于实现这一过程，为此采用常单 

元的边界元法 。 

具体算法如下 ： 

1)进行边界离散，得 Jr’ ； 

2)进 行边界 函数 ( )，tt，( )与 )，g( )的 

离散 ； 

3)置K =0，并置边界条件为 Dirichlet条件 u = 

)，视譬 为未知量； 

4)对边界节点进行边界条件的赋值，并建立节点 

信息 ； 

5)以边界节点为配置点建立积分方程组 ； 

6)以边界元展式建立线性方程组 ； 

7)求解线性方程组 ，得边界值 u。与 ； 
a，‘ 

K 

8)检验是否满足 ≥g： 

K 

若譬 ≥g，则u 为所求解，停止迭代，转l1；否则 

<g，将的边界部分 a 用 Neumann条件 =g 
o l‘ o l‘ 

替换 Dirichlet条件H ： )，得一普通问题，转 10； 

9)检验是否满足 un ≥fC )：若 un ≥ )，则 

u 为所求解 ，停止迭代 ，转 11)否则 ，将 un。< ) 

的边界部分 a 用 Dirichlet条件 u“ ：Jr( )替换 

Neumann条件譬 =g，得一普通问题，转l0； 

10)令 K=K+1，转4)； 

11)停止。 

这一算法收敛速度很快 ，计算效率很高 ，一般问题 

的迭代次数不会超过互补边界单元的剖分个数 ，而每 
一 迭代步仅是求解一个线性方程组，计算量少，而且精 

度很高。 

3 算法的收敛性 

笔者所采用算法的收敛性分析将引用如下两个 

定理： 

定理 l 设 I‘( 。， ：，⋯， )满足方程 ： 

]= n + 詈-o，in．O 
为椭圆算子 ，n =n ( ， 2，⋯ ， ．)，b =6i( l， 2， 

⋯

， 。) 

假定在力内 I‘≥M，并且在边界点 P处 u=M，又 

假设 P位于一完全包含于 的圆域内，那么 ，如果 u在 

u P内连续 ，并且在 P处有外法向存在，就有：要么 

在 力内 I‘主 M，要么在 P处 <0。 

定理的证明见文献[7]。 
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再将文献[4]中提出的收敛定理加以推广，将其 

应用到非齐次问题 ，便有 ： 

定理 2 假定 为一充分光滑的区域 ，01-1=a ， 

U a U OOs，如果在互补边界a 处首先置Dirichlet 

初值，那么开关算法将是收敛的。 

证明 考虑一种特殊情形：即在每一迭代步都有 

Ⅱ≥ )，onODs，这样有开关算法的构造可知，一旦边 

界条件开关从 Difichlet条件转向 Neumann条件 ，那么 

这一开关就一直不再转变 回来 ，即不会发生 Neumann 

条件转向 Diriehlet条件。 

考虑开关算法的第 步迭代 ，记 a 为在第 步 

迭代时互补边界 a 上被置为 Ⅱ= )的部分 ，相应 

的，a 记为剩余的 Neumann条件 占据的部分。这样 

就有 ：OOs=a u a 。从而第 步迭代解 Ⅱ 满足 

问题(P )： 

[Ⅱ ]=b(X)，ird2 

／／, = ( )，onODo，Ⅱ‘= )，onODsD 

=埘( )，ona ， =g( )，0nOOs 
dn dn 

假定 11, ≥ )onODs，在解 出问题(P )后 ，记 a 中 

_

O u--≤
g(x)的部分为 a +。c a 。。那／z,由开关算法 

知 ，在下一步迭代 时，a +。上 的边界条件将从 u = 

)转为_du--=g(x)。那么第K+1步迭代时的问题变 

为(P +。)： 

L[Ⅱn。]=b(x)，irffl 

u
n 。
=v(x)，on0Do，Ⅱ“。= )，onO~so／ODo 

警 =埘( )，ona ， =g( )，ona 
U a +l 

定义 =Ⅱ“。一Ⅱ ，显然 满足： 

[(b]=0，in11 
= 0，on0Do，咖 =0，on0 sD／a +l 

= o，on0D~， ≥ o，ona U a +l 
dn d，l 

由椭圆算子的极值原理知，Ⅱ的极小值必在 的 

边界上，又有定理 1知，Ⅱ的极小值不可能在 a ，a 

或者 a 。上。因此u的极小值必在a 。／a 上，且极 

小值为咖=0。然而在 01"1上恒有 ≥0，所以在 a c 

上有 ： 
= Ⅱ n 。

一 Ⅱ ≥0，也即是 ：Ⅱ“。≥ Ⅱ ，ona~s。 

因此 可 以 看 出，要 么 边 界 互 补 条 件 (Ⅱ 一 

( 一g) 0,ona~s满足，要么a 上的Neumann 
条件部分增加 ，而 a 是有限长度的，所 以无论以上两 

种情况中的哪一种出现 ，迭代都将终止。 

证毕 。 

在定理 1中要求边界充分光华 ，这条件是十分苛 

刻的。在实际计算中对有角点的区域开关算法是 同样 

适用的，只是收敛速度会降低。对于一般区域，开关算 

法是收敛 的，而且 由后面的算例可知 ，收敛速度非常 

快。本文所采用的开关算法的每一步都要应用边界元 

算法 。从而整个算法的收敛性又与边界元算法有关。而 

边界元方法的收敛性又与几何剖分以及形函数的选取 

等有关。一般说来 ，剖分越细 ，精度越高，收敛速度越 

快。这可由后面的算例得到验证。 

4 数值算例 

算例 1 考虑如下电镀模型问题 引： 
一 Au = 0，in／／ 

Ⅱ ≥ 一 1， ≥ 一占，on／"I 

(Ⅱ+1)( +占)=o，onFl 

u o， In。。 
笔者采用常单元进行求解 。对互补边界进行 15等 

分的离散。并对 占 =0．7，0．55进行 了计算。对互补边 

界进行 3O等分的离散 占=0．7进行 了计算 ： 

下面分别绘出相应的图形 (图 1)： 

图 1 剖分图 

算例 2 考虑如下问题 引： 

Au=f，in／／ 

ⅡI J’
。
≥ 0， ≥ 0，。nJr’c 

Ⅱ = 0，onFc 
d，l 。 

ⅡI rc = 0 

= [0，1]×[0，1]，a =Fc U Fo 

Fc= I(x,y)1 0≤ ≤ 1，Y=0}U {(x,y)1 0 

≤ ≤ 1，Y=1} 
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=  

， ， 

0,1 

6 结 论 

对边界采用24等分 ，区域采用32等分的三角形剖 

分(图2)，取Y=0．5上的， =0．1，0．2，0．3，0．4，0．5， 

0．7，0．8，0．9处的9个内点值计算，经过一次迭代后， 

就得解。图 3绘出了相应的图形。 

8=0．7。剖分为 l5份 =0．7。剖分为 3O份 8=0．55，剖分为 l5份 

图2 电位图 

＼ ＼． ＼ ＼ 
＼． ＼ ＼． ＼ 
＼ ＼． ＼ ＼ 
＼． ＼ ＼ ＼ 

图 3 剖分 网格 

_ 

： ＼＼＼ ／ 

图 4 u(0．5，Y)处的函数值 

所提出的解决单侧问题的新的计算方法，是基于 

开关算法，利用边界元方法进行求懈。算法简明高效， 

并针对算例进行了算法的收敛性与有效性 的分析。算 

例分析表明，该算法简明高效，有效的解决了这一问 

题 ，具有很好的工程应用前景。 
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The BEM  for Elliptic Unilateral Problems 

ZHANG Kai，ZHU dia一／in 

(College of Mathematics and Physics，Chongqing University，Chongqing 4OOO44，China) 

Abstract：Unilateral problems iS a kind of important partial differential problems． It can be solved by treating it as a 

complementary problem．As the complementary conditions lie in the boundary of the region．it is suitable for BEM
．  m S 

paper is based on the switching algorithm，which is first used by J．M．Aitchison for the Signorini Problems of Laplace 

operator，then extends it to the euiptic operator，and conjunct it with the BEM．At last the detail ofthe algorithm iS giv． 

en．’rhe new algorithm is easy to be implied  effectively an d quickly．It only needs the minimal change of the BEM pro- 

gramming．The numerical tests show the algorithm iS effective an d conventiona1． 

Key words：boundary element method；elliptic operator；switching algorithm ；unilateral problem 
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