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摘 要 ：Galerkin方法是基于变分原理基础上的一种把微分方程或积分方程转化 为等价的 变分方 

程，通过离散变分方程求原方程数值解的数值计算方法。把 Laplace方程的边值 问题 转化为边界积分 

方程后 ，通过与边界积分方程等价的变分形式，采用线性单元，利用 Galerkin边界元方法求解。在计算 

单元刚度矩阵时，对二重积分的第一重使用精确积分，第二重使用数值积分 ，从而有效克服 了奇异积分 

的计算，数值算例验证 了Galerkin方法误差的理论结果。 
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最典型也最简单的椭 圆型偏微分方程是调和方 

程 ，又称 Laplace方程 。力学 和物理学研究 中的许 多 

问题都归结为 Laplace方 程的边值 问题。例如 ：弹性 

膜的平衡问题 ，稳定状态的热传导问题，不可压缩势流 

问题 ，静电场问题 以及静磁场问题。这些问题虽然有 

完全不同的物理背景 ，却往往导致完全相同的数学表 

达式。许多学者都用有限元法 ，边界元法中的配点法 

以及其它方法对该问题进行过各种研究。笔者拟利用 

Galerkin边界元方法对该 问题加 以研究 ，并在数值离 

散时采用 Lagrange乘子法。 

Galerkin方法是基于变分原理基础上的一种把微 

分方程或积分方程转化为等价的变分方程，通过离散 

变分方程求原方程数值解的数值计算方法。由于在边 

界元方法中，边界积分方程的近似计算方法及其相应 

的分析一般都基于边界积分方程 的弱形式或变分公 

式 ，因此，用 Galerkin方法 比用配点法更便于进行理论 

分析，比如解的存在唯一性 、近似解的收敛性及误差估 

计等  ̈。近些年来 ，在工程计算 中，几乎所有的应用 

性质的边界元著作都只介绍了配点法 ，尚未见采用线 

性单元 ，通过 Galerkin方法求解 Laplace方程的正式报 

道。笔者采用 Lagrange乘子法放松对构造插值基函数 

的约束要求，把对密度函数的约束条件纳入边界积分 

方程中，并且详细推导了线性单元情况下第一重积分 

的解析表达式 ，第二重积分采用 了 Gauss数值积分，确 

保 了计算 的精 度。数 值算例 验证 了理 论 推导 的正 

确性。 

1 边界积分方程及其变分形式 

设 力是 尺 中具有足够光滑边界 厂 的单连通有界 

区域 ，力 表示 =力 +厂在 尺 中的补域。考虑如下 

Lalapce方程的 Dirichlet问题： 

{u(x “． )_ 力 - 【 )I r=uo( ) ∈厂 ‘ 
由文献 [1—2]知，若 u。∈旷 (厂)，则问题(1)在 

日 (力)( ( ))中有唯一解 。且其解 可用单层位势 

表为 ： 

u(y)=Io-(x)u‘(X，Y)ds +C X∈力U力 (2) 

同时还要满足约束条件Io-(x)ds =0 (3) 

其中，c为一任意常数，u’( ，Y)=一~-LslnI 一YI 

为 Laplace方程的基本解 ，o-(x)= 一 为法向导 

数在穿越 厂时的跃度。 

利用单层位势在穿越 厂时的连续性 ，便可得到边 

界积分方程。 
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)d c 用精确积分，第二重积分采用 Gauss数值积分。下面给 

∈厂 (4) 出精确积分的计算公式。 

求解此边界积分方程(4)得到 19"和常数c后 ，带人解的 

表达式 (2)，问题便可得到解决。 

方程(4)两边同乘以 ()，)，然后在 厂上积分 ，便 

得到变分方程 ： 
= ( ，M。> (5) 

其中'6( )=一 
F

( ) ln I 一 I dszdsr 

( ，M>= ( ) ( ) (c， >=f~r0,)cas 

2 变分方程的离散及重积分的处理 

对边界积分方程 的变分形式 (5)，采用 Galerkin 

方法进行单元离散 ，假设把边界离散为 n个单元，并采 

用线性单元 。 

设 =∑~Pi<r (6) 
i=l 

其中 = 

2 ∈ 

为 

‘ 息 I处  l付 水 1目 

0 其他 

把式(6)带入变分方程(5) 

则得到 
n 

f∑aqo" + 。c= 
J (7) 

【∑ 。J=0 

其 南 ~ids,dsr l， 
2A，n√=1，2An) bj= I uo竹(1sy Ⅱj， =n J= 

E-’I+Fi 

(．『：l，2A，n) ￡( ．『：1,2A，n)为 

各个单元的单元长度。 

(注意，当i=1时 ，F̈ =F ，L(i一1)=L(n)) 

把上述线性代数方程组写成紧凑形式 

AU =B (8) 

j 中，A=Ea+]c +． c +． ={ )6={ ’) 
当两个积分单元相临时，上述积分就存在奇异性 

的问题，若采用数值积分，必然产生较大的误差。为了 

避免出现这样的问题，在求二重积分时，第一重积分采 

·n 可 = [s2ln 一 

slln +s 一s。一d(arctg詈一arctg≥)】+ 
[ (2 nr2一 )一 (2 一 )] 

』·n = [s1ln 1一 

s2ln专一s +s +d(arctg詈一arctg )】一 r． U Ⅱ J 
Ed(2 nr2一 )一r (2 nrt一 )] 

其中：d为源点到积分单元 A。A 的距离 ；r。为源点到单 

元端点 A。的有向线段的长度；r2为源点到单元端点 A 

的有向线段的长度；s。为有向线段 ，。在A。A 的投影 ；s 

为有向线段 r2在 A。A 上的投影。 

对于线性方程组的右端项，由于没有奇异性 ，可 以 

方便地使用 Gauss数值积分。 

3 数值算例 

例1 设 为单位圆外区域，M= { =÷c。s 
为 内的 调 和 函数 ，／／,在 边 界 厂 上 的值 ／／,I， = 

／／,(r，0)l =cosO。利用 Galerkin方法编制程序，计算 

结果见表 1(其中 N为所剖分的单元数 目)。 

表 1 所得计算结果与精确解的比较 
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Ⅳ 精确解 

M随半径 r的变化情况见图 1。 

图 1 例 1中 “随半径 r的变化 
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从表 1中的数据可以看出u的相对误差E(u)与 

单元线度 III(III= 1
，Ⅳ是单元数目)有如下关系： 

E(u)=0(h ) 

事实上 ，从图 2可以看出，lnE(u)与 lnIII呈线性变化 ， 

直线的斜率近似等于 2。 

一 ‘．5 -'K 0 -3．5 一& 0 —2．5 —2．0 

IIl̂  

图 2 相对误差随剖分变化的情况 

例 2 一个矩形断面的无限长棱柱 ，已经给出4个 

边上的不同温度值 ：在 =0的表面上，T=1；在 = 

1O和Y=±4的3个表面上，T=0。求内部若干点处的 

温度值。 

用本文的 Galerkin方法计算 ，也获得了较好 的结 

果。区域内若干点处的计算值与解析解的比较见表 2。 

表 2 所得计算结果与精确解的比较 

=1， =2， =3， =4这 4条直线上的计算结 

果见 图 3。 

图3 例 3在 ：1- ：2- ：3． ：4 

这 4条直线上的温度分布 

从上述 2个算例可以看出，对第一重积分使用精 

确积分，很好地避免了奇异性 ，用较少的边界单元就能 

获得比较好的计算结果。 
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Galerkin Boundary Element M ethod for Laplace Equation 

ZHANG JieI，ZHU Jia-lie ，ZHANG Ka 

(1．Department of Foundation studies，Logistical Engineering University，Chongqing 400016，China； 

2．College of Mathematics and Physics，Chongqing University，Chongqing 400044，China) 

Abstract：Galerkin method based on the variation principle iS used to solve differential and integral equations． The 

boundary problem of Laplace equation is chan ged into the variational equation which is equivalent to the bo undary inte一 

al equation．Using linear element，it is solved by Galerkin bo undary element method ．In computation of stiffness ma- 

trix，the exactly integral formula is used in the first order integral expression，卟 e numerical inton ed formula is used in 

the second order integral expression．Thus the problem of calculation of double singular integral is carried out． e nu— 

merieal experimen~ also prove this method  is reliable．卟 e error of Galerkin bo un dary element is tested with numerical 

experimentation． 

Key words：galerkin method；laplace equ ation；bo undary element method  
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