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压电／铁电陶瓷材料夹杂问题的力电耦合场 
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摘 要 ：无限大基体 中的椭球体夹杂问题是细观力学的核心问题 。采用 Eshelby方法，得到通过 

Green函数表征的压电 Eshelby张量的表达关系；进而推导以应变及电位移为 自变量的无限大基体 中的 

同性及异性椭球体夹杂的力电耦合场问题解以及压电夹杂的约束张量。为建立铁电材料电畴翻转模型 

及材料的非线性力电耦合本构关系奠定基础。 
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铁 电陶瓷是 由大量包含 电畴的晶粒组成的聚合 

体，根据细观力学的观点 ，可以把各个晶粒或电畴作为 

夹杂来处理，从而 可 以求 解其 内部 的力 电耦合 场 。 

Eshelhy-】-2]巧妙地将求解无穷大线弹性介质 中含有 
一 本征应变的夹杂问题 ，转化为求解在夹杂表面上受 

本征应力作用 的弹性力学问题 ，从而得到采用 Green 

函数表征的介质中各点处的位移、应力和应变的解析 

解 ，并得到其结论 ：无穷大线弹性介质中含有一具有本 

征应变的椭球夹杂，如果椭球夹杂的本征应变是均匀 

的，则 夹 杂 内 的 实 际 应 变 也 是 均 匀 的。Deeg ， 
Wang-4 J

，Dunn-5 等人采用与 Eshelby类似的方法对 

压电介质的夹杂问题进行了研究 ，在无穷大压电、铁电 

介质中含有一个具有本征应变和本征 电场的椭球 ，当 

夹杂中的本征应变与本征电场均匀时，夹杂中的实际 

应变与实际电场也是均匀的，本征场与实际场之间的 

关系也可以用类似于 Eshelby的关系表征，即由压电 

Eshelby张量来表示。在此基础上 ，本文推导了以应变 

及电位移为 自变量的无限大基体中的同性及异性椭球 

体夹杂的力电耦合场问题解 以及压电夹杂的约束张 

量 ，为建立铁电材料电畴翻转模型，研究铁电非线性力 

电耦合特性奠定基础。 

1 椭球夹杂问题的压电 Eshelby张量 

压电 Eshelby张量 的表述可以选取不同的 自变量 

来构成相应 的描述体系，如 Dunn-6 等采用的是以应变 

和电场作 自变量来进行描述 ；考虑到应变与电位移在 

物理意义上的相似性 ，此处采用应变 与电位移作为 自 

变量 ，其方法与 Eshelby的研究方法一致 ，以下作一简 

单表述 。 

无限大电压介质中的椭球夹杂用下式表示 ： 

( ) +(詈) +( ) =· (1) 
其中：0、b、c为椭球体的三个半长轴，空间直角坐标 

分别取为相应的长轴方向。假设夹杂在无应力及电场 

条件下，产生一个本征应变与电位移(s：，D ‘)，同时设 

基体无变形 ，应力和电场在无限远处趋于“0”，记( ， 

07)为夹杂在受到基体的约束情况下 的实际应变与电 

位移 ，参照 Eshelby的结论 ，有 ： 

睁 暖渤sD T】 (2) 
其中 ， ， ， 肋称为压电 Eshelby张量。 

按照 Eshelby对弹性材料的处理方法，通过“切割 

一 变形 一 拼接”等步骤 ，可以得到压 电夹杂 问题 的 

解 ，基本过程如下 ．9 J： 

步骤 1：把夹杂从基体中切割出来，放到另外c = 

0，h坷=O， ：=0的介质中，允许夹杂 自由变形，得到 
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本征量(￡：，Dr)。 

步骤 2：通过在 夹杂 上施 加应 力 一 及电位移 

一  

，
使夹杂的应变和电场为 0，即 ￡ =0，E ：0。由 

压电方程 ，知： 

一  =

c (￡“一￡ )一e~．Ek 1 (3) 
一  一 Dr=P (￡H一￡HT)+磁EI J 

因为 ￡ =0，E =0，从而有： 

=

cE ￡“T 1 (4) 
= 一 D +P ￡ J 

(一 ，一 )是通过在夹杂表面施加力和电荷来实现 

的： 

一o0-n,．1 (5) 
Q = ni J 

其中 rti为夹杂单位外法线方向。 

步骤 3：把夹杂拼接回无穷大介质中，为了抵消步 

骤 2中的面力与电荷，在夹杂表面需施加力 = nj 

及电荷 q=一 rt ，由此夹杂恢复到切割前的形状。由 

于基体的约束作用 ，在夹杂和基体中任意位置 的位移 

u (x,-)和电势 咖( )可以用 Green函数表示 ： 

ui( )=上．[G ( 一 ) ( )]ds + 

JI，EcT( 一 )q( )]dS 

咖( )= ．[ ( 一 ) ( )]dS + 

．
[G棚( 一 )q( )]ds 

此 处 F杯 (‘，J)表 不 天 -p ‘，J是 对 杯 明 。 

将(4)代人(7)式，有 ： 

暖副尝 0 嘲 
要将(9)与(2)式相比较，以得到张量 S的表达式，须 

先把 表示成(￡；，D：)的关系，由含本征量的第二类 

压电方程 ，有： 

【 】=【z 】【 】+【一： 】【麦】= 
『 
etq 乏副三一。~q． D r卜 

rf P c三 +P P 一P ] 

{I P P + P ) + l+ 
tL(P P等+磁P )P 一(P坷PT

-
+ P )J 

麦】 
上式与(2)式相比较 ，可得到 Eshelby张量的如下表达 

(6) ％uf L E +P嚣P H 

等；一P 

D二；P 篙 + ：P c + P P 一P 

：。；艿 +P 一 二P 
其中 = ，q=一w tn'-t．一v 

对上两 取差分，并由定义：￡ ： 1( + )及 2 同性与异性夹杂问题的力电耦合场 

暖 】 

P =一 】㈨ 

uq= 【 】㈨ d 

= 一  

【 】 口)d 

砷 =一 

(1O) 

2．1 同性椭球夹杂问题的力电耦合场 

同性夹杂，是指夹杂的电弹模量与基体的量值相 

(7) 同，只是由于某种原因，在基体中的某个区域产生了本 

征量 ，这个小的区域即被称为是一个同性夹杂。设在无 

限大基体中含有同性夹杂 ，夹杂 的本征应变和本征 电 

位移分别为 和 D ，则 由上节的压电 Eshelby张量 

所对应的关系，可知 由本征量引起 的约束应变和电位 

移可通过(2)式得到 ，即 

(8) 【雯渤 】 
把上式中的本征量作为压电方 程中相应的剩余量对 

待，由第 四类压电方程式 ，有 ： 
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盼【曼 主二妄] 
结合(11)式，上式可简记为： 

c 2， 【芝 ]=c cL 一L， +L L 【 ] c-7， 

『o-01：L(S—J)『 1 J L
D 

其中 L、 、J分 别 表 示材 料 的力 电弹性 模 量 张量 、 

Eshelby张量以及单位等同张量。由此即得到由于夹杂 

而引起的夹杂力电场 。 

2．2 异性椭球夹杂问题的力电耦合场 

与同性夹杂问题不同，异性夹杂是指夹杂的电弹 

性模量与无限大基体的电弹性模量不同，要求得此类 

问题的解 ，可以采用“等效夹杂 ”方法 ，即将异性夹杂 

等效为电弹性模量与基体相同的同性夹杂 ，并且使等 

效夹杂内的力 电耦合场 与异性夹杂 内的力耦合场相 

同，这样求得等效同性夹杂内的力电耦合场，就可以得 

到所需的异性夹杂内的力电耦合场。 

将夹杂有关 的量用上标“r”来 区分 ，如夹杂的电 

弹性模量表示为 ，而基体的电弹性模量记为 z，则 ： 

f 1：Lrf (13) E；J L
D：一Pf 

此式为异性夹杂情况 ，其中(8 ，P )为本征量。 

对于等效夹杂情况 ，等效夹杂的本征量与异性夹 

杂不同，设为(8一 ，P一 )同样由铁电方程知等效同性 

夹杂内的力电场为： 

L【 二 (14) 
根据等效性的要求 ，等效夹杂和异性夹杂 的力电耦合 

场应相同，由(13)和(14)式，可得： 

f
D ~

一

-  Pk*】=L【 二毒 】 c-5， 
而对于等效的同性夹杂 ，有压电 Eshelby张量 的关系， 

有 ： 

s： (16) 

把(16)式代人(15)式 ： 

叫 。卜 ：。】 
即： L 【 】=c cL 一 s+￡ 【 。】 
所 以右 ： 

此即为等效同性夹杂的本征量与异性夹杂本征量间的 

关系。 

3 压电夹杂的约束张量 

通过同性或异性夹杂的本征量可以求解椭球夹杂 

内的力电耦合场 ，其中的关键就是压电 Eshelby张量 

的求解。实际上希望更直接地表示由夹杂引起的广义 

应力和广义应变关系，可以定义如下的约束张量： 

睁一嘎 
简记为： (19) 

力 得 剑 约 束 伥 重 明 衣 达 瓦 ，田 寺 双 I司任 夹 杂 I口J题 明 解 ， 

知 ： 

【 二 。】 

而 

L盼 ㈢ ， 
比较(19)-~(2o)两式得 ： 

L ；L(I—S ) (21) 

其中 S 为张量 S的逆，记为如下形式： 

，s～ =曛 r 
则约束张量的各式可表示如下 ： 

c =一c +c z’ 一 硝̂7 

0=一h埘一c 器+̂硝 = 
一 hW+ 钿 -pl, 

： =一 一̂ 盘+ ； 

(22) 

由(21)式可见，与Eshelby张量的性质相类似 ，约束张 

量与夹杂的力电弹性参数无关 ，而仅与基体材料及夹 

杂的形状 、取向等有关。 

4 结 论 

无限大基体中的椭球体夹杂问题是细观力学研究 

的基础。笔者针对具有力电耦合的压电／铁电陶瓷情 
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况，采用 Green函数表征方式，得到了压电 Eshelby张 

量各分量的简明表达式 ；同时以应变及电位移作为 自 

变量 ，来表述无限大基体中的同性及异性椭球体夹杂 

的力电耦合场问题 ，得到由于夹杂引起的夹杂力 电场 

以及等效同性夹杂本征量与异性夹杂本征量间的转换 

关系，为研究多晶铁电陶瓷的本构模型奠定了基础。 

对压电约束张量 的理论推导表 明，与压 电 Eshelby张 

量一样 ，压电约束张量仅与基体材料及夹杂的形状 、取 

向等有关 ，而与夹杂的力电参数无关 。 
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Electromechanical Coupling Field of Piezo／Ferroelectric Ceramic M aterials 
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Abstract：The ellipsoid inclusion field in an infinite matrix is the key problem in meSo—mechanics
． Following Eshelby，s 

method．The expression of Eshelby Tensor f0r piezoelectric inclusion is presented with Green functions
． Th e elecnDme- 

chan ical coupling field f0r syno or isomerism inclusions in infi nite matrix
， is derivatod  with strain an d electric displace— 

ment as self varian ts，as well as that of piezoelectric constrain tensors
． It is the foundation for domain swi tching model 

an d nonlinear constitutive study offerroelectric ceramics． 

Key words：ferroelectric material ；inclusion；electromechan ical coupling；constrain tensor 
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