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摘 要：从求解核磁共振 系统 SchrOtinger方程的一般解 出发，得到核磁共振 系统产生 A—A相的 

cyclic条件和循环初 态夺件。cyclic条件要 求系统的频率只能取 离散 的序列而初态可以是任 意的；循环初 

态条件要 求对 系统的初态作一定 的限定而 系统 的频 率可以是 任意的。在此基础上计算 出系统在 满足 

cyclic条件和循环初态条件 时产生的 A—A相 ，在 cyclic条件下 ，系统产生的 A—A相是依 赖于初 态和大 

于 1的 自然数的 离散序列 ；在循环初 态的条件下 ，系统产生的 A—A相仅依赖 于频率。证 明 了在 绝热极 

限下 ，从这两类 A—A相可以严格获得 Berry几何相。 
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自从 Berry理论上预言几何相⋯存在以来 ，人们用 

核磁共振实验[2]、中子在旋转磁场中的进动实验b 等从 

不同角度进行了验证 ，并在许多领域得到了应用 J̈。文 

献[5]将 Berry几何 相进行 推 广，指 出系统 由 non- 

adiabatic到 adiabatic．1imit的严格演变后 ，可以获得 Berry 

几何相。文献[6]表明，Berry几何相是由无限微弱量子 

跃迁引起的。1987年，Aharonov Y．和 Anandan J．发现 ]： 

在非绝热的情况下 ，量子循环系统也可能存在几何 相。 

考虑一个循环系统 I (t)>，按 Schr~dinger方程演化， 

ih I (t)>= (t)I (t)> (1) 
u ‘ 

系统在一定的条件下 ，经历一个周期 演变后 ，回到 了 

初始状态，即： 

I (T)>=e ‘n I (0)> (2) 

但此时与初始状态相差一个相位 ( )。系统演变一周 

所产生的动力学相位 a( )定义为： 
r 

1 r 

口( )=一÷l( (t)I (t)I (t)>d￡ (3) 凡名 

将 A—A相定义为系统演变一周产生的总相位 ( ) 

与动力学相位 a( )之差 ： 

( )= ( )一a( ) (4) 

首先求解核磁共振系统满足 Scht~dinger方程式(1)的状 

态演变波函数，结合式(2)，寻找核共振系统产生 A—A相 

的 cyclic条件和循环初态条件 ；进而利用式 (4)计算出 

核磁共振系统 的 A—A相 ；然后对 A—A相取绝热极 

限，所得结果与 Aharonov Y．和 Anandan J．预期 的结果 
一 致。 

1 核磁共振系统的一般演变波函数 

核磁共振系统 的 Hamiltonian为 ] 

B(t B( 一inOe - ~") 
(5) 

设系统的一般演变波函数为I (t)>：(：： ；)，满足 
Schrfidinger方程 

S 

(6) 

又设系统的初始状态如式(7) 

)_ (7) 
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其中 a。，b。， 。， 均为实数。对式(6)作一个变换后， 

求解得到满足初始条件(7)的 Schr~dinger方程(6)的 

解为 

=  a(t )I志 · 
(i(21．tBeosO+‰)sin kt+ cos )n。e吒+ 

sin n轰60e 
(8) 

其中 k= 4 B +4／~BhoJcos0+矗 cu 。 

2 产生A—A相的cyclic条件和循环初态条件 

系统演变一个周期 (T=2a／oJ)后 ，状态为 

=  ‘ 

0~0Cigt( 笔+i(2／．tBcos + sin笔)+ 
n n 60e鸭 

boe ( cos笔一f(2 cos +矗cu)sin )+ 

i21~Bsin n笔 吐 

(9) 

按产生 A—A相的条件，经历一个周期 演变后，要求 

系统在一定的条件下回到初始状态，即：I (T))： 

e f (0))。将系统演变一周后的状态式(9)与演变前 

的初态式(7)比较 ，由于 f (T))和 I (0))存在复指 

数因子线性关系，n(0)，b(0)，n(T)，b(T)必须满足 ： 

-o，即 

aoei~t[60e ( s笔一 

i(2 础+ sin笔)+ 

【 ( s +i(2 。s sin )+ 

i2,u n n 60e 】_0 
经计算可得 ： 

(ao bo(2,uBcos⋯  一 

in‰ 。2e 一 b2oei2~'~))sin =0 (10) 

由式 (10)可知 ，存在两种可以产生 A—A相的条件 ： 

I)当 系 统 满 足 sin ： 0(其 中 ： 
cu 

4／1 B +4,uBho~cosO+h cu )时 ，即 

：  ( ：2'3’4⋯) — — — — 一  ’j’ ’。 

(II) 

系统在循环演变一周后 ，就可产生 A—A相。这被称为 

cyclic条件 ，此时，系统的初末态均恒处于同一能级 。 

2)初始状态满足 

a0 b0(2,uBcos0+矗cu)e ‘ l 2’一 

,uBsin0(n02e 一6 e ：)=0 (12) 

这 样 的 初 始 状 态 被 称 为 循 回 初 态 (cyclic initial 

state)̈⋯，系统在循环演变一 周后 ，也可以产 生 A—A 

相 。此 时，初末态并非恒处于同一能级上 ]。 

3 满足 cyclic条件时 A—A相的计算 

对 于 系 统 满 足 sin = 0， 即 cu ： 

墨 ／一 ( ：2
，3'4．．．)，系统演变一个h (r／．2

— 1) ”一 ’ ’’ ’刀、 工 ‘ 

循环周期(T=2兀／cu)后 ，系统 的状态为(见式(9)) 

邺 一s笔 

(13) 

与系统 的初始状态式(7)比较可 以看 出，系统演 变一 

周产生的总相位 (T)为 

，={ (14， 
将系统 Schrtidinger方程的解式(8)代人式(3)，计算出 

动力学相位 

，

T 

a(T)=一÷I( (￡)f iI(￡)I (￡))dt= n 

【4 Bh 。2—6 )+(n 一6 )· 

(k +4 +h cu )cos0+ 

d0 b0(k +4 B 一h cu )· 

sin (e‘‘ t )+e 2一 t’)] (15) 

根据 A—A相的定义式(4)，系统 的 A—A相为 

(T)= (T)一a(T)= 

+ 

堕 

{g -呈 

+ 

缸 

e 

+ 缸一 n 

凰 

坐 
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0一 [4,uBh~o(n 一6 )+ 
h，c CU 

(n：一b：)(七 +4F B + ~02)cos0+ 

n0 bo(k +4F B 一 (u )sin0(e‘‘ l一 ’+ei( 一 l’)】； 

(n=3，5，7⋯) 

兀一 Bh 。2—6 )+ 

(n 一b )( +4F B +矗 ~02)cos0+ 

n0 bo(k +4,u B ～矗 (u )sin0(e‘‘ l一 ’+e‘‘ 一 l 】 

(n：2，4，6，⋯) 

整数倍]；而当 n=2，4，6，⋯ 时，则又可对 (T)加上 

n 7c再取绝热极限(因 n为偶数，n兀为 2rr的整数倍)： 

lira9(T)= 

[一 ； — +cn+-，兀】1 【一 一u兀J i 
(n=3，5，7⋯) l 

【兀一：j _l_)_ +n兀】f一 
(n：2，4，6⋯) J 
7c(1+cosO) (19) 

(16) 

式 中 cu=—2F
—

B
—

(c
—

os 0 + ~／_n 2 _
—

s
～

in20)
，

(n：2，3，4⋯)； 若考虑系统的初始状态为 I (。)) 

七=",／4F B +4 曰矗(ucos +矗 Oj 2。从式(16)可以看 

出，在 cyclic条件下，系统产生的A—A相是依赖于初 

态和大于 1的 自然数 ／7,的离散序列。 

下 面 考 虑 系 统 的 初 始 状 态 为 l (0)) ： 

0 

COS 3- 。 

． 0 
“ 

，即系统初始时刻处于能量本征值为 E。= 

一  曰的本征态上。与系统 的初始状态式 (7)比较 ，n。， 

bo,≯。，≯ 分别为 c。s 0
，sin导，≯，≯，代入式(16)中，得 

到系统 的 A—A相 ： 

9(T)： 

一  

~( d - 1)(d - sid0)
；(n=3，5，7．．．) 

n (c0S +√n 一sin2 ))⋯ ⋯ ’。 

一  2 ， 丁r一——————————————————————————————． ．——————．． =—一●n一， l，、·．．’ 
n (cos +~／n 一si ))一 ⋯ 

(17) 

由式(11)可知 ，当 n一 ∞ 时，cu一 0，系统趋于绝热演 

变—— 绝热极限。下面，计算式(17)的绝热极限，为 

此 ，可先对式(17)按 ／7,的幂次进行如下展开 ： 

(T)= 

一 n 7c+ 7cc。s + —

3
—

rr sinZ0
一  

—

~rco s0s
—

inz 0
+ O( 1(／7,：3，5， ／／ ⋯) —  —一+l—i I l=j。 。⋯) 凡 、凡 

一
n 7c+7c(I+c。s )+—3

—

~r sin2 0
一  

—

~rco s0s
—

in：0
+ 。( )(n：2,4，6⋯) — r +。I ，6．一J 

(18) 

从式(18)可以看出，为了将 ( )绝热极限值限定在 

0— 27c的范围内，当 n=3，5，7⋯ 时，可对 ( )加上 

(／7,+1)7c再取绝热极限[因 ／7,为奇数 ，(n+1)兀为 27c的 

． 0 
“ 

0 
一 c0。 

即系统初始时刻处于能量本征值为 E = 曰的本征态 

上 ，经过类似的计算，得出 

lira卢(T)=7c(1一cos0) (19 ) 

从式(19)、式(19 )可以看 出：在绝热极 限下 ，系统演变 
一 周产生的A—A相为系统演变一周产生的Betry几何 

相 。 

4 系统仅满足循回初态时 A—A相的计算 

为-r~NN回初态，解出式(12)中的 n。及 b。的 

关系式 ： 

一 6。 

或 一 6。 

因为要求 n。，b。，≯。，≯ 均为实数，所以有 ≯。=≯ =≯， 

可将 n。及 b。取为 

l O,o = (u + ，， COS + ／c-F- 

i 6。：2 (20) 

或 {b。： 2 F‘ B+sin20 曰c。s 一 c2。，， 【。= 、⋯ 
主要考虑式(20)，式(20 )的情况类似。将式(20)人式 

(7)，得到循 回初态 

=  )_ 
(u+2 曰cos0+ k 

：==============三==================== e 

矗(u+2／~Bcos0+ ) +(2FBsin0) 

2 曰sin 
～ ===============三==========二=========== e 

v (h~o+2／~Bcos0+ ) +(2／~Bsin0) 

(21) 

将式(20)入式 (9)，得到 系统从循 回初态开始 ，演变一 

周后的状态波函数 
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c =(：： ；)=一e 笔· 
矗∞ +2／~Bcos0+ k 

——·——·————-——-—-—------------—----·------—----——----·—————·——————————————————————一 ‘ 

(矗∞+2／~Bcos0+ ) +(2／~Bsin0) 

2／zBsin0 ≠ 
e 

(／ia,+2／zBcos0+ ) +(2／zBsin0) 

(22) 

比较式(21)和式(22)，可以看出，系统演变一周后，系 

统末态与循回初态之间的相位差 声(T)， 

声(T)： +7r (23) 

将式(20)代入式 (8)，可得系统在任意时刻 的波函数 ， 

再利用式(3)计算出系统演变一周所产生的动力学相 

位 a(T)， 

( )： ÷ ．(24) 

由式(23)和式 (24)，可 以得到系统演变一周所产生的 

A—A相 口( )， 

口(T)：声(T)一口(T)= 

kn
+丌一 (25) +丌一——— ——一 

其中 k：~／4 B +4／1B矗∞cos0+矗 ∞ 。从式(25)可 

以看出 ，在循环初态的条件下 ，系统产生的 A—A相仅 

依赖于频率 ∞。 

下面 ，考虑系统的绝热极限演变，并计算出式 (25) 

的绝热演变；为此，可首先将式(25)按 ∞的幂次作如 

下 的展开： 

h(1+删)+警 一 
∞
，

+。[∞ ] (26) 32
“ B 一 ⋯ 一 ⋯  

从式(26)可以看出 ，Berry几何相是 A—A相的零阶近 

似。在绝热极限(即 ∞一 0)时 ， 

limB(T)=7r(1+cos0) (27) 

由此可知 ，系统 的初始状态为循 回初态式(21)，在绝热 

极限时，系统演变一周产生的 A—A相，等于系统初始 

时刻处于能量本征值为 E =一 B的本征态时绝热极 

限演变一周的 Berry几何相 。 

上述计算推导方法 ，同样 适用于式 (20 )，并通过 

类似的计算，得到系统演变一周后，系统末态与循环初 

态之 间的相位差 声(T)， 

声(T)：一 +7r (28) 

系统演变一周所产生的动力学相位 a(T)， 

口( )：一2pBn
—

(
—

2
—

／
—

zB + 
—

／i
—

w
—

c
—

o
—

s
一

0) (29) 

系统演变一周所产生的 A—A相 (T)， 

B(T)= 声(T)一a(T)= 

一 笔+丌+ (30) 一 +丌+——— ——一 (_jU 
其中 k=~／4,u B +4tzBliwcosO+矗 ∞ 。 

对式(29)作关于 ∞的幂次的展开 ： 

(T)=7r(1一cos0)一 7r矗si 0 3 矗2cos0si 0 
∞ + —  

7r矗 sin o(3+5cos20) 3 
32,u B +O[∞ ] 

在绝热极限(即 ∞一 0)的情况下 ， 

limB(T)=7r(1一cos0) (31) 

由式(31)可知，系统的初始状态为循回初态式(21 )， 

在绝热极限时 ，系统演变一周产生的 A—A相 ，等于系 

统初始时刻处于能量本征值为 E，：／zB的本征态时绝 

热极 限演变一周的 Berry几何相。 

5 结 语 

1987年 ，Aharonov和 Anandan预 言 ：在绝 热 极 限 

下，循环系统的 A—A相趋近于 Berry几何相。通过对 

核磁共振系统 Schr6dinger方程进行求解，得到了系统演 

变的状态波函数，进而得到了核磁共振系统产生 A—A相 

的条件：cyclic条件或 循环初态条件 ，且计算 出核磁共 

振系统对应的两类 A—A相 ，在绝热极 限下 ，从这两类 

A—A相都严格获得 了 Berry几何相，从 而证实 了 

Aharonov和 Anandan预言。 
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Calculation on Two Types of A ——A Phase in NMR System 

SUN Shi．junL3，PENG Cheng—linl，ZHANG Ai．pin ，LUO Guanf 
(1．College of Bioengineering，Chongqing University，Chongqing 400044，China； 

2．College of Science，Chongqing University，Chongqing 400044，China； 

3．Department of Physics，Zh iang Normal College，Zhanjiang Guangdong 524048，China) 

Abstract：With solving the general solution of the Schrfdinger equation in the nuclear magnetic resonance(NMR)system，two 

conditions，cyclic condition and cycle initial state condition，are found on which the A —A phase Can be produced in NMR 

system．In this way the A—A phase is worked out with the result that the NMR system’S A—A phase in cyclic condition 

depends on the initial state an d the natural number above one while in cycle initial state condition it only depends on the 

frequency．It proves that the Berry phase can be strictly obtained through the two types of A—A phase as adiab atic limit． 

Key words：A—A phase；nuclear magnetic resonance(NMR)system；adiabatic limit；Berry geometric phase 
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Towns of Chongqing Sustainable Development Objective Appraisement 

YE Xiao．Su，WU Shu．xia，JANG Xiao．1t 

(College of Construction Management and Real Estate Faculty of Civil Engineering， 

Chongqing University，Chongqing 400044，China) 

Abs~act：Master towns of Chongqing includes Wanzhou，Fuling，Jiangjin，Huochuan and Yongchuan．According to the 

stratage of developing Western China and urbanization，this article discusses tendency of sustainable development in town s of 

Chongqing．Applying ‘evaluation method of arrangement model’and‘analyze method of equal difference’，the authors find 

the short wining of the quality of urbanization and the sustainab le development in five town s．So the article takes center city 

and town s construction and set up cooperation mechanism between the five cities that will be sure to increase momentum and 

ability of Chongqing for Sustainable development object． 

Key words：Chongqing；town s；sustainable development；evaluation of regional method 
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