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正交双复变函数空间的变换‘ 

罗 义 银 

(重庆大学 工程力学系，重庆 400044) 

摘 要：根据正交双复数空间的概念及其表达⋯，定义出相应的空问双复变函数的概念及其表达， 
=  ( )：[z‘( ，Y，=)， ( ，Y，=)]+iw(x，Y，=)=(z‘， )+／to， =( ，)，)+ ，推导出相应的空 

间变换 ，即“空间保角变换”的原理，并作出了相应的典型变换形态，如平方变换、空间茹科夫斯基变换。 

从而体现出空间正交双复变函数实现空间变换的优越性。 
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文⋯给出了正交双复数及正交双复变函数的特 

殊概念及相应的运算规则，并导出了相应的解析条件 ， 

以及相应微、积分表达。在此基础上 ，为了有效表达三 

维物理问题的直观特性【2-4J，比如空间的位势及流形 

问题 ，将进一步讨论正交双复变函数的空间变换 ，并且 

研究一些典型的变换及这种变换的规则；这些变换是 

通常的平面复变函数所无法实现的，而且也是进一步 

为空间的复杂积分变换奠定基础。采用的方法，还是 

基于平面复变函数的保角变换相同的手法，导出一些 

典型变换作为实例 ，不追求严格的数学推理证明。 

1 正交双复数空间的概念 

按照文[1]的分析原则，直接引用其定义及符号 

如下： 

1．1 正交双复数空间的定义 

正交的空间 ，Y，：坐标，以 Z轴为虚轴， ，Y为 

实轴，构成两个正交的复平面：( ，：)，(Y，：)及一个实 

数平面( ，Y)，共同构成正交的双复数空间，标记： 
= ( ，)，)+ = (1) 

P(coscp，sintp)cosO+isinO= (1 ) 

p(cos~o，sin~o)·e谢 (1”) 

为正交双(二维)复数空间。如图 l所示。其中 

( ，)，)为 的实数坐标函数标记，它既具有坐标性质 ， 

又具有特定函数的特性。式(1 )和式(1 )为其三角 

表示和指数表示；·为一个由式(1 )到式(1 )的特殊 

标记算符。0=( ， ，)，为 的幅角，即为矢径P与( 

，Y)平面的夹角； ， 分别为P在( ，：)和()，，：) 

平面上的投影 
．
P，与 ，Y轴的夹角。 为P在( ，Y) 

平面上的投影p 与 轴的夹角。以上是将二维实数平 

面与两个空间正交的一维复数平面在欧式空间中形成 

了直观的正交组合 ，目的是为了展示物理问题的直观 

现象，并追求一些简便结果。这儿采用一个特殊的符 

号 =( ，)，)+ ．来标记正交双复数概念 ，从上述可 

见，它既具有函数的性质，又具有坐标的部份特征，还 

具有矢量的一些特性。 

I．2 正交双复变函效的定义 
=  =  

[z‘( ，Y，Z)， ( ，Y，=)]+iw( ，Y，=)， 
= (1‘，tI)+iw (2) 

为双复数 的正交双复变函数，且 是 的连续函 

数。其中 =( ，)，)+ ，／d,、 、 均为 、Y、=的实函 

数。这里构造出三个空间实函数：／d,( ，Y，：)，t，( ，Y， 

=)，w(x，Y，z)，通过 = )=(／d,，t，)+／tO，而构造 

出空间物理问题的位势及流形问题，因而可以用以表 

达这些物理问题的多样性和复杂性；特别是从 空间 

到 空间的变换，就包含着丰富的数理内容。 

2 正交双复数空间的变换，空间正交(保角) 

映射 

和平面复变函数的正交(保角)映射一样 ．oJ，可 

以定义双复变函数的变换见图 l。 

2．1 空间保角变换定理 

若 = ( 在区域D内解析，且厂( )在区域 

D内不处处为0，则 = )在区域D内所构成的映 

射是正交(保角)映射。这儿 =( ，)，)+／z，为空间 

正交双复数。(从直观认识可以相信其正确，严格的 

证明留给数学工作者去做。) 

与平面的复变函数的保角映射一样，可以方便地 
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图 1 正 交双复数 空间 

将其推广到正交双复数空间。例如： 

=口+ ， (3) 

其中 口=( ，口，)+ ，，显然实现了从 空间到 

空间的平移。 

=口· ， (4) 

其中口=(口 ，口 )+ ，实现了从 空间到 空 

间的伸缩与旋转。 

和平面的复变函数所实现的变换一样 ，可以定义 

各种 空间到 空问的映象，以及空间单位球内外的 

映射等等。这里仅就一些典型映射进行讨论。 

2．2 平方变换 

例如： 
=  )= (5) 

确定的映射。 
=  )=t，2=( ，，，) 一 +i 2 z(x，Y)= 

(Ⅱ， )+ ， (5 ) 

则其中 
z‘ =  一 Z2

， (6) 
= ，，2一 ， (7) 

埘 =2z(x，，，)。 (8) 

对于如图 2所示的 空间中的直线 口．、口：、b．、b：、c．、 

c2，分别映射为 空间中的如下的情形。 

图2 一空间中的直线 

_y 

1)当 =口，Y=0，为 空间中 ( ， )平面内的 

直线 口l，如图2，映射为 空间中：／4,=口 一 ．埘=2 2zI 

， =一 ；消去 z，得 ／4,=口 一埘 ／(4a2)。 =一埘 ／ 

(4口 )，／4,=口 + ，即为顶点在(口 ，0，O)的 (／4,，埘)及 

(埘， )平面内的抛物线 口。和( ，／4,)平面内的直线 口。， 

如图3。 

2)当 =口，z--0，为 空间中 ( ，Y)平面内的 

直线口：，映射为 空间中： =，，2，Ⅱ=口 ，埘=0，的直 
线 n2，如图3。 

图 3 直线 4。和 在 一空间中的映射 

3)当Y b， =0，得 z‘=一Z2， =b 一Z2，t =2 b z 

；消去z，得 z‘=一埘 ／(4b )， =b 一埘 ／(4b )为平 

行于 (Ⅱ，埘)，( ，埘)平面，顶点在(O，b ，O)的抛物线 

b。及 ( ，Ⅱ)平面内的直线 b ，如图4。 

4)当 Y=b，z=0，得 z‘=X2， 埘=0， =b ，( ， 

Ⅱ)平面内的直线 b：，如图4。 

图4 直线 6。和62在 n一空中的映射． 

5)当z=c， =O，得t，=，，2一c2，l =2 c Y，Ⅱ=一 
c2，消去，，，得 =一C2+埘 ／(4c )，为平行于( ，埘)平 

面内，顶点在(一c2，一C2，0)的抛物线C1及( ，Ⅱ)平面 

内的直线 c。，如图5。 

图5 直线c。和 c2在 Q一空间中的映射． 

6)当 z=c，Y=0，得 z‘= 一c2， =一c2。埘=‘ 

2cx；消去 ，得 z‘=一c2+埘 ／(4c2)，为平行于(1‘，tt，) 

平面内，顶点在(一c2，一c2，O)的抛物线 c：及(移， ) 

平面内的直线 c ，如图5。 

显而易见这些曲线在交点处是正交的。 

2．3 空间的茹科夫斯基(Rukovski)~ E‘】 

仿照平面的茹科夫斯基(Rukovski)变换C53。可以 

作出相应的“茹科夫斯基函数”如下： 
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=  
( + 1)= 

[( ，)，)+ ]+(1_ ) (9) 
二 P P 

由1 =( ，)，)+iz． ， =(z‘，l，)+iw可得 

Ⅱ = 号cp+ =÷cp+ c。s c。s 
= ÷(p+寺)y=号(p+ )sin sir̈，、(10) 

tt， =÷ p一寺 = p一古 sin 

一 号cp。+ c。s se， ‘ 
V =  

1(p
o I 

1

p。
)sinq~cose， (11) 

w= (po‘ e 

消去 ， ，得 丁U,2+V2+ 2=l (12) 
口 C 

其中口=号(p。+ )，c=÷(p。一 )，这是对于 
轴的回转椭球族。 

l‘= (p+ c。s 。cOS0o， 

。3 

t，= -(p—
p

1)sin~p
oCOs ， 

tt，= (p一扣n 
消去p，得 手+手一 2=l (14) 
其中 口= Ic0 cos I，b= I sinq~ocosOo I，c=I 

sinOo I，这是以 t口轴为虚轴的单叶双曲面，图形略。 

这样就将茹科夫斯基的平面机量图形蛮拖 摊广 

到空间立体图形的生成变换。 

3 结 论 

从分析可知，由文[1]所定义的正交双复数及其 

相应的双复变函数概念具有较优越的特性，所使用的 

标记符号 ( ，，，)+／z=p(cos~p，sintp)cosO+isinO= 

p(c0s ，sintp)·e 及 ． = ．(1 )=[z‘( ，Y，z)，t，( ， 

Y，z)]+洳( ，Y， )=(z‘，t，)+泐对于定义它的运 

算规则及空间变换是方便适用的；分析表明，正交双复 

数及其复变函数和平面复数及其复变函数的特性相 

近；利用正交双复数及其双复变函数所实现的空间变 

换，可以将三维物理问题变换到空间正交的两个复平 

面上进行分析求解，从而较好地利用了平面复数的现 

有特性表达和计算。．这里提出的概念，如果进一步推 
广和完善，将能有效地把一维复数推广到三维空间，可 

为物理问题的求解提供新方法和新手段。变换方法要 

用于计算机求解，尚须解决映射网格的生成计算及变 

换中的非线性等问题。文中的方法仅仅是—个尝试和 

开端，有许多工作尚值得进一步深入研究。 
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Abstract·By arficle⋯ the paper puts forward a concept of orthogonal double com
pl饮 v 龇 s space．Its c0D 

D'an~orln and its typical form of transform  are doscissed
， such as three-dimensional complex space square tl"an~oEB1．  

space rukovski transform ． 
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