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涉及微分多项式的亚纯函数唯一性 

章 启 兵 
(重庆大学 数理学院 ，重庆 400044) 

摘 要 ：研究了亚纯函数在零点与极点处满足一定的亏量条件下与其微分 多项式分担一个值的唯 

一 性问题，推广和改进了邱硷悌等人的有关定理，主要结果如下：设厂是开平面内非常数亚纯函数，b为 

任一非零有穷复数 ，F为，的常 系数齐次微分多项式，且 F不恒为常数 ，其次数是 A，权是 若厂’F分 

担 b IM，(3A+2)8(0,10+(2Jr’一2A+6)D(∞,10>2Jr’+8．则厂=F，或厂·F=b ． 
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一

1 主要结果 

设，和g是开平面内两个非常数亚纯函数 ，口为任 
一 复数 ， 一口和g一口的零点相同，计算重级(忽略重 

级 )，则称，与 g以 口为 CM(IM)公共值。 

P =
i
玎 。) ，F=∑口 ) ⋯ ) 分别=0 

称为厂的微分单项式和微分多项式。rP=∑n ，称为P 

的移 娄炙。A =口 +口订+⋯口浊 ，A =ma
．

x{{A }，口 = 

min{A }，A称为F的次数。如果 A=口，则F称为，的齐 

次微分多项式。F‘=口 +2口f1+⋯ +(k +1)口 F = 

max{ }，Jr’称为 F的权数。 

笔者采用 Nevanlinna理论的常用记号和术语如 ： 

(r ，m(r ，Ⅳ(r ，_Ⅳ(r s(r 等⋯。最近 ， 

邱淦悌 ，郑赛莺 ，江兆林等证明了： 

定理 A 设厂是非常数的整函数，k是正整数 ，b 

是非零有穷复数，若，和 ”埘 分担值 b，且 8(0 > 

÷，~1．if= ．̈ 

定理 设厂是非常数的整函数 ，P∽ 是，的 

微分单项式，P∽ = 。) ，其次数 ，6(≠O)是厂 

和P的肼分担值。如果6(o >} ，则 =P，或 

l·P ：b|． 

定理 C【4 设，是非常数的亚纯 函数 ，k是正整 

数，b是非零有穷复数，b是f~flf{”的肼 分担值。若有： 

58(0,10 +(5+3 )0(∞√ >9+3k，~1．if= ．̈ 

笔者证明了下述定理 ： 

定理 1 设fg--~ 面内非常数亚纯函数，b为任一 

非零有穷复数，F为，的常系数齐次微分多项式 ，F = 

∑口 )aft o e． ) ，且F不恒为常数，其次数是 

A，权是 若厂，F分担 b IM， 

(3A+2)8(o,10 +(2Jr’一2A+6)0(∞,10 >2Jr’+8 

(1) 

则f=F，或，·F =b ． 

推论 1厂’F，b均 同定理 1．如果 ，’F分担 b IM， 

o(0o,,0 =1,8(0'1)> 则厂=F， ·F=b2。 

显然推论 1推广和改进了定理 。 

推论2 设，是非常数的亚纯函数 ，k是正整数 ，b 

是非零有穷复数 ，b是 厂和 ” 的 埘 分担值 ，若 有： 

58(0,10 +(6+2 ) (∞,10 >10+2k，贝q厂= ．̈ 

注：由定理c的条件：58(o +(5+3 ) (∞ 

>9+3 ，很容易推出推论 2的条件 ：58(o,10 +(6+ 

2 )D(∞ > 10+2 ．这说明推论 2是定理 C的 

改进 。 
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显然，定理A是推论 2的特殊情况。 

推论3 设 是非常数的亚纯函数 ，满足 ／v(ro9 = 

s(r， ， 是正整数，b是非零有穷复数 ，F=nQ厂+n + 

⋯
+ n n

，其中口。，n 一， 是门均小函数，且 ≠0_若 

f。FlM食担值 b．g 8(o o9 > 4
． f=F． 

2 引理  

引理l厂，F同定理l，则Ⅳ(r， 1)≤ r，F)一 

A (r +AⅣ(r，÷)+．s(r ． 
证 ：由对数导数引理及第一基本定理得 ： 

m(r， )≤m(r， )+m(r， )s m(r，寺)+s ro9· 

从而：A (rO9一AⅣ(r，了1)≤ (r，F)一Ⅳ(r，71)+ 
S(r ．因而得引理 1． 

引理2 和F同定理1，则Ⅳ(r， 1)≤A· 

Ⅳ(r， )+(，一A) (ro9+s(ro9． 
证明：由引理 1： 

Ⅳ(r，寺)5 (r，F)一at(r +AⅣ(r， )+s(ro9 
(2) 

又因为F的极点只能来自厂的极点 的 阶极点是F的 

至多 从 +(／-一A)阶极点，故： 

(r，F)=m(r，F)+Ⅳ(r，F)≤m(r， )+ 
m(r )+AⅣ(r +(厂一A) (r ≤ 

A (r√ +(厂一A)_Ⅳ(r√ +S(r√ (3) 

由(2)，(3)得 ： 

Ⅳ(r，寺)≤A·Ⅳ(r，÷)+(厂一A)_Ⅳ(r +s(ro0 
(4) 

引理 3 f，F，b同定理 1，则 ：S(r =S(r，F) 

证明：根据第二基本定理：T(r，F)≤ (r，F)+ 

Ⅳ(r，古)+_Ⅳ(r， )+S(ro0．结合引理l得：A· 

r(ro0≤_Ⅳ(ro9+A’Ⅳ(r，÷)+_Ⅳ(r， )+s(r’ 
． 由此式易证引理 3． 

下 面 ．把 S(r．n，S(r．F)都 用 S(r．n 表示 ．不再说 

明 。 

引理 4 设 ，n ，n：，n，是 亚纯函数 ，满足 

(r，n )=O(T(r))，(r譬E，i=1，2，3)，其中T(r)= 

max{ (r )，T(r )}，n ，n ，n ，均不恒 等于零 ，如 

果 n +n =n3，贝0： 

m )<-Ⅳ(r， )+ (r， )+ 
(r )+O( (r)) (r譬E,j=1，2) 

引理 5⋯ 设 ( =1，2，⋯，疗)是 疗个线性无关 

的亚纯函数，满足∑ =1．则： 

m )≤ Ⅳ(r， )+Ⅳ(r )+Ⅳ(r’D)一 

Ⅳ(r ) (r，吉)+o(m))r甓E 
= 1，2，⋯， 其中D ，⋯ 的Wronskian行列 

式，T(r)=
．
nlax t T(r )}，E是线性测度为有穷的正 

实数 r的一个子集。 

引理 6 设厂是开平N_k满足 Ⅳ(r =S(r 

的非常数亚纯函数 ，n n。，nl，⋯，n ，(．j}≥1)，n，6 

的小函数，aI不恒等于零，a不恒等于b，g=a一 +口n厂+ 

口 + ⋯ + n ¨
． 若厂和g几乎 c 分担 n和b，则厂暑g． 

3 定理 1的证明 

首先，引入以下记号，谢 为亚纯函数， 为任一复 

数。令： 

㈧ = 

( 1)= 

设 ： 

丽F-b= (5) 
厂一6 

分两种情况讨论 ： 

情况 1：若 =c(常数(≠0))，则由(5)有 ： 

F一 =(1一c)b (6) 

当 c≠1时，由引理 4得 ： 

’F)<Ⅳ(r，÷)+Ⅳ(r， )+ 
一Ⅳ(r +S(r (7) 

结合引理 1得 ： 
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A <(A+1)Ⅳ(r，÷)+ 
_Ⅳ(r +S(r (8) 

从而：(A+1) (0 +0(∞ ≤2．这与(1)矛盾。 

从而 c：l，所以：f= 

情况2： 不恒为常数，令 =詈 =一警 = 
． 则由(5)得 ： 

。{ (r)}=s(r ，其中 (r)=maxr(r )， 

且 + + =1 (9) 

若 线性无关 ，由引理 5得： 

，F)<Ⅳ(r， )+ⅣⅣ(r， )+ 

(r，吉)_Ⅳ(r )-Ⅳ(r’ )+ 

Ⅳ(r，D)一Ⅳ(r，吉)+s(r (10) 

由Ⅳ(r )一Ⅳcr )=Ⅳ(r， )+Ⅳ(r，古)一Ⅳcr 
一 Ⅳ(r， ) 并结合引理 1得： 

。 A <(A+1)Ⅳ(r，÷)+ 

[2Ⅳ(r， )一2Ⅳ(r +Ⅳ( )一Ⅳ(r， )卜 
N(r +S(r (11) 

又：D一 言(F ”一 ，)． 
从式(5)知 ： 的极点与零点只可能来 自厂一b，F—b的 

零点以及，的极点处。 

下面估计2J7v(r， )一J7v(r， )+J7v(r，D)一zN(r， 
)，现设 Z0是厂一b的点 m重零点 ，F—b的 凡重零点， 

令： ( )=2 ( ， )一 ( ，z0)+v(o， )一 
2v(o，Z0)，容易算出：若m = ，则 ( 。)≤0；若 m > 

凡，则 V(zo)≤1；若 m <n，则 V(zo)≤2． 

又设 z。是f的 J}级极点 ，是 F的p级极点 ，容易得 

到： ( 1)≤ +3． ’ 

从上面讨论得知 ： 

2Ⅳ(r， )一Ⅳ(r， )+Ⅳ(r，D)一 

2N( )≤ c (r，忐)+ 

21Ⅳ(2(r， )+Ⅳ(r +3_Ⅳ(r (12) 

由 (11)，(12)得 ： 

A (r <(A+-)Ⅳ(r， )+ (r， )+ 

2 (r， )+3 (r +s(r (13) 

又： (r， )≤Ⅳ(r， )+ (r +S(r (14) 
由引理 2得 ： 

Ⅳ(r， )≤Ⅳ(r， )+ (r，F)+s(r ≤ 

AⅣ(r，÷)+(，一A+1) (r +s(r (15) 
由(13)，(14)，(15)得： 

A <(3A+2)Ⅳ(r，÷)+ 
(2，一2A+6) (r√ +S(r√ (16) 

从而：(3A+2)6(0 +(2F一2 +6)0(∞ ≤2F 

+8，与条件(1)矛盾。所以 线性相关 ，即存在 

一 组不全为零的数 c。，c2，c3，使 ： 

c +c +c =0 (17) 

因为 c ，c，中至少有一个不为零，若 c ≠0，由(9)， 

(17)得 ： 

(-一 )等+(-一 C2 ／ 1 ) 

因为F， 都不为常数，所以(1一 )≠0，(1一詈)≠0 
由引理 4得： 

(r，F)<J7＼，(r， )+ (r， )+ (r +s(r 
(19) 

又： (r， )≤Ⅳ(r， )+一Ⅳ(r ≤ 

J7＼，(r， )+2_Ⅳ(r +s(r (20) 
由 引 理 1，引 理 2， (19)， (20)得 ：A (r < 

2AJ7v(r，÷)+(r一入+3) (r +s(r 与(1)矛盾。 
故 c2=0，从而 ： 

= 一 警 (21) 
由(9)，(21)得： 

(1一 +厂2；l (22) 
若 c．≠ c，．由引理 4得： 
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(r，F)<Ⅳ(r，了1)+ 

_Ⅳ(r， )+7V(r +s(r (23) 
由引 理 1，(23)，(20)，(4)得 ：AT(r < (2A + 

1)Ⅳ(r，÷)+(，一A+3)_Ⅳ(r +s(r 与(1)矛盾。 
所以：c。=C3从而 =一 ，再结合(9)得 =1， 

故 ：厂·F =b ． 

注：从定理 1的证明过程可 以看 出，若 a。，a 一， 

a 是厂的小函数 ，定理 1的结论仍然成立。 

推论 2的证明 由定理 1,~fff= ”或厂· = 

b ． · ” = b 
，则易得 ”CM分担 b．这时显然有 

0是厂 ”的Picard例外值，从而由文献[1]中的定理 

8．13得 = ．̈ 

推论 3的证明 由定理 1，有f=F，或厂·F=b ． 

若厂·F =b ，则厂，F CM分担 6，显然厂，F CM分担 0， 

又 Ⅳ(r =s(r ，从而由引理 6得 =F． 
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Unicity of M eromorphic Functions Concerning Differential Polynomials 

ZHANG Qi-bing 

(College of Science，Chongqing University，Chongqing 400044，China) 

Abstract：W e study the problems of uniqueness of meromo~hic functions whichsharing one value with it，s differential 

Polynomials，generalize and improve some theorems of Qiu—Gandi and Zheng Saiying，et a1．Let f be a nonconstant mer— 

omorphic function，b be a finite nonzero complex number．F be a homogeneous differential polynomial off with constant 

coefficient，their degree and weight are A，F respectively，iffand F share b IM and(3A+2)a(o√ +(2，一2A+6)O 

(∞ >2F+8，then厂=F orf·F=b ． 

Key words：share value；differential po lynomial；uniqueness；small function 
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