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框架下的不规则采样定理 

张 必 山 ，毛 一 波 
(1．达县师范高等专科学校 数学系，四川 达州 635000；2．渝西学院 数 学系，重庆 永川 402168) 

摘 要：从空间 Vo的框架出发，找出该空间的尺度函数，把框架转化成 Riesz基，从而做框架下的不 

规则采样定理就转化为在 Riesz基下做不规则的采样定理，或者说 Riesz基下的不规则采样定理在一定 

的条件下可推广到框架下去。该定理可用于数字信号处理领域。 
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随着科学的发展，人们对采样提出了更高的要求。 

目前广泛用于数字信号领域的采样是以 Shannon采样 

定理⋯为基础的规则采样，即均匀采样 ，譬如在图像 

处理方面，对于一个平滑信号，只取少量的几个点就行 

了，而对于突变信号则需要采集更密集的点。目前王 

桥-2I3 在 的 Riesz基下作出了不规则采样定理，这 

对信号处理产生了巨大的推动力。笔者通过框架和 

Riesz基的关系对王桥作的采样定理作进一步的推广， 

即从一个空间的框架出发构筑采样定理。推广的关键 

在于根据框架构造出了正交基。当然，正交基肯定也 

是这个空间的 Riesz基，从而把王桥的不规则采样推 

广到框架之下，这对数字信号处理技术的发展将产生 

巨大的推动作用。 

1 预备知识 

首先介绍一下与采样定理相关的知识。 

定义 1[21 称 )∈Vo是可平移的，如果 V s∈ 

有厂( 一s)∈Vo。称 是可平移的，如果 中任意函 

数都是可平移的。 

定义 2 设 Vo ∈ L2(R)是 由某 生 成 子 

( )(1I ( )II =1)生成，是指 { ( 一k)}。 是 

的正交基。 

定义 3 设 { } 是 的一个框架，是指存在 

0<A≤B <ao，使得 V厂∈H都有 

A Ilfll ≤∑ l(厂， )I ≤B Ilfll； 

其中Vo c L2(R)， = ( 一 )，( ∈Z)，称A，B为框 

架界。 

定理 1 设 是可平移的，{ } 是它的框架， 

{ }是它的对偶框架，则 i= ( 一i)。 

证明 根据文献[1]，有 i=(， F)～ 

又因为 = ( 一 )， 

= (，’F)～ ( 一i)，(，‘，F)～ = 

= b(x— ) 

根据文献[1]，可知 

)= (厂， ) =∑ ) 

令Ii}( ，y)=∑ ( 一 ) (y— ) 

定义算子 ： 一 

g(1)=fg(s)Ii}(s，t) 
J 

则算子 是连续的。 

定理2 设 为定义2所决定，定义如上的算子 

，则空间 的生成子被算子 所决定。 

证明 设 (t)是算子 的属于非零 A。的特征 

函数，即 I(t)=AI I(t)。由于 是可分的 Hilbert 

空间，故{ 。(t)}必能扩充成 的正交基，又由于 

是某生成子 生成的，因此 。(1)= t—Ii})，从而 

被算子 所决定。 

2 不规则采样定理 

不规则采样的信号重建(其特例是规则的情形) 

有很大的应用价值。对经典的带限情况，已有了比较完 

备的结论 川。若采样速率是均匀的，则文献[1]已给 
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出了回答。对于非均匀采样的信号重构，其主要 目的就 

是建立插值公式： 

)=∑ A )．s ( ) 
但此时问题比均匀采样要复杂些，其实质性在于以下 

两个发散级数问题： 

1)∑ l A )l 不—定反映信号能量，故可能发散； 
2)．s ( )互相不再是简单的平移关系，即．s ( )≠ 

S0( 一n)，故 l1．s ( )0未必上(下)一致有界，即使 

{厂(A )} ∈Z ，上式也未必在Z 中收敛。作为一个变 

通，对该式采用一个加权技巧，变成 

)：∑ ( ) 

再予以处理，只要以下两条满足即可 

1)∑I I <∞； 
2){ ．s ( )} z是 Riesz基。 

这是解决本问题的思路。现在给出具体讨论，易见 

的再生核为 

( ，)，)=∑ ( 一n) ()，一n) 

定义 (A 一n)， =(∑ l I ) ， 

z ： 
，，I ^ 

并记矩阵 =( )的逆矩阵为 ～=( -1)，即有， 

∑ = ，n，m∈z)。 

由定理 1和定理2，可以从框架 { }出发，定义算子K， 

决定出 的生成子 ，从而得到定理 3。 

定理3 设{ }是 的框架，由算子K决定出 

的生成子为 ，则当Z=(Z )与 =( )都是 Z 上 

的有界可逆线性算子时，下述结论成立： 

1)f } 是vo空间的Ri。。 基，其双正 0 
^ 

J
^ _ _ 田  

交基为{ ．s ( )} ，其中 

Sn( )=∑ ( -j) 
』EZ 

2)对任意序列{c }： ，当{ } ∈z 时，插值 
^
J
^Ez 

问题 A )=c 在 中有且仅有唯一解 

)=∑ A )．s ( ) 

证明 i)完全按文献[3]中定理 1类似证明去 

做。即知f 1 是Ri。。 基，双正交性按下式 L 
^ 

J
^ 

来验证 ： 

( ．s ( )， )： < ( )， (州  ))： 

<∑ ( 一 )，∑ ( 一后) (A 一后)>= 

∑ ∑< ( -j)， ( 一后)) (A 一后))= 

乏 (A 一 )= ．s (A )= pn iEz pn 
I xm x-,

．  

=  

ii)上面已得到 ．s (A )= ，这保证了 A )= 

∑ A )．s (A )=∑厂(A ) 成立，当然 )∈vo。 

对于唯—性，只须考虑g( )∈vo，g(x )=O(Vn∈ 

Z)，证明 g( )； 0。事实上 g( )∈ g( ) = 

∑c~o(x—n)，(c )∈z 

于是∑c =0，但 =( )是z 上有界可逆 

线性算子，故c ；O(Vn∈=)，可见，g( )；0，从而唯 
一 性获证。 
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Iterative Approximation with Errors for Solutions to Variational Inclusions 

W ith Strongly Accretive Type M apping 

J／N Mao—ming 

(Department of Mathematics，Fuling Teachers College，Chongqing 408003，China) 

Abstract：W e established the generic principle in Banach spaces about unique existence of solutions and approximation 

of Ishikawa iterative procedures with eiTors for a class of variational inclusions with strongly accretive type mappings．It 

is also pointed out that this problem ，widely researched approximation of Ishikawa iterative procedures for variational in— 

clusions with strongly accretive type mappings，is only an especied example of Ishikawa iterative procedures with griT)is． 

Tt／e results are the po pularization and deuelopment of the recent corresponding results． 

Key words：variational inclusion；strongly accretive mapping；Ishikawa process with errors 
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Irregular Sampling Theorem on the Frame 

ZHANG Bi．shan ．MA0 Y／．Bd 

(1．Department of Mathematics，Normal College of Daxian，Dazhou，Sichuan 63500，China； 

2．Department of Mathematics，Yuxi College，Chongqing 402168，China) 

Abstract：From the space v0，the scaling~nction of it is found． It is possible to transform  the frame of v0 into Riesz 

base of it(of couise，the orthogonal bases are also Riesz bases)，SO that the irregular sampling theorem on the frame is 

changed into the one on the Riesz bases，in other words，the irregu lar sampling theorem on the Riesz bases is extend on— 

to the frame．The irregu lar theorem on the fram e can be used to the signal process． 

Key words：dual；flam e；riesz bases；irregu lar sample 
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