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模糊动力有限元平衡方程的建立及解法 

宋 小 保 
(1．重庆大学 资源及环境科学学院，重庆 40O044) 

摘 要：考虑到工程结构分析中某些边界条件，环境介质，特别是某些栽荷存在的模糊性，为了更好 

地解决工程中存在的实际问题，必须考虑其结构的模糊性，只有这样，所求得的解才更接近其实际情况。 

根据Zadeh扩展原理和达朗贝尔原理可以建立起模糊振动方程。综合普通有限元方法可得到模糊有限 

元平衡方程。基于 一R型模糊数和 一R型模糊化函数，利用 一R型模糊数和区间方程的性质，对其 

进行有界闭模糊数转化，可以把模糊有限元平衡方程转化为一组普通方程和一组区问方程，对区间方程 

可以应用区问数的性质来进行求解，进而可以求出方程的解。 
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模糊数学的创始人 Zadeh指出：在控制和系统理 

论中，过分地考虑精确性是没有良好效果的。随着上 

世纪中期模糊数学的出现，模糊数学得到了极大的发 

展，文献[1—3]把模糊数学方法引人到有限元中，取 

得了一定的成果。笔者主要是在此基础上用模糊有限 

元方法对动力问题进行研究。 

1 模糊数的三一 定义 J 

通常，用￡或R表示—个函数，称它为模糊数的—个 

基准函数。当且仅当满足下列条件时：①己( )=￡(一 )， 

R( )=R(一 ) (O)=l，R(0)=l )L在[O，+∞)上 

不增。这时称该模糊数 为 一R型模糊数。 

： I ( ) 刈 (1) 
【R( ) ≥ >o 

其中 表示左基准函数，R是右基准函数，m是 的主 

值，a和JB分别称为 的左右展形，展型为零时， 是非 

模糊数。模糊数 可表示为： 

M =(m，a，JB)LR 

文中用到的￡一R型模糊数的运算法则有： 

设两个模糊数厨 =(m，ot， ) ， =(n 9y， ) 

①加法法则：(m，a，JB)朋0(n， ， )朋=(m+n， 

a+7，JB+ )LR 

②减法法则：(m，a，JB)朋一(n， ， )肛=(m—n， 

a+ ，JB+ )LR 

③ 乘法法则： 

a)当 >0， >0时 

(m，a，JB)LR。(，l， ， )LR=(an，my+nix，对 +， )LR 

b)当 <0， >0时 

(m， ， )础·( ，7， )LR=(ran， 一疗 ， 8一my)n 

c)当 <0， <0时 

(m，a， ) ‘(，l，y， ) =(an，一，惦 一 ，一，l —mr) 

④ 数量积法则： 

对于 A>0，且A∈R，有 A·(m，a，JB)LR=(Am， 

Aa，AJB)LR 

对于 A<0，且A∈R，有 A·(m，a，JB)LR=(Am， 

一 AJB，一xix)LR 

一 R型模糊数可以分解成主值与一零模糊数之 

和，即： 

M =(m，a，JB)LR=m+(O，a，JB)LR 

2 模糊有限元动力平衡方程的建立 】 

2．I 由Zadeh扩展原理，把普通有限元中的基本方程 

扩展到模糊有限元中 

模糊动力平衡方程： 
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f仃 J+Ft—C t—pi／i=0 

{ L̈+ +Cu +pu =0 (2) 
+ + cu +pu =0 

在振动问题中，应用达朗贝尔原理建立的振动方 

程仍具有静力方程的形式，只不过节点的位移是动位 

移，节点的载荷是动载荷，它们都是时间的函数，这时 

方程变为： 

肠 (t)=P(t) 

式中的 (t)为节点的动位移，是时间的函数，觞 (t) 

是节点动位移引起的节点力—— 弹性恢复力， (t)是 

节点的动载荷，由两部分组成，一部分是作用在节点上 

的模糊外激振力 户。(t)，另一部分是由结构振动产生 

的惯性力和阻尼力引起的模糊动载荷 ，(t)和 Pa(t) 

于是上式可变为： 

硒 (t)= ，(t)+Pa(t)+ 0(t) (3) 

式中：硒 (t)：节点弹性恢复力； ，(t)：节点惯性力 ； 

l'a(t)：节点阻尼力； 0(t)：节点激振力。 

式(3)就是振动结构各个节点的运动方程 —— 

模糊振动方程。 

设单元的模糊位移函数为： 

l，( ，t)=Nx。(t) (4) 

式中，Ⅳ只是坐标 的函数，与时间无关，因此由上式 

求单元刚度阵时和静力的一样。 

设振动结构的密度为 P，则单位体积的惯性力密 

度为： 

j( ，t)=一p ( ，t) (5) 

式中， ( ，t)为结构的横向运动加速度，根据虚功等 

效原则，由单元惯性力引起的等效载荷为： 

(t)=I i( ，t)dV=一I ( ，t)dV= 
， 孵 ，孵  

I 。(t) 
m  

令 =I N~NdV 
J钟 

则上式变为： 

(t)=一 。(t) 

式中 。叫作单元质量矩阵，若将每个所计算出的由惯 

性力引起的等效节点载荷集成，则得到整个结构系统 

的整体惯性节点模糊载荷列阵： 

(t)=一 (t) (6) 

式中， 为整体质量矩阵。 

设振动结构的运动阻尼系数为 t，，按照粘性阻尼 

假定，单位体积上所受到的阻尼力为H1： 

d( ，t)=一t， ( ，t) 

式中，刍( ，t)是振动结构横向运动的速度，根据虚功等 

效原则，由单元阻尼力引起的等效节点载荷为： 

(t)=f N~t(x，t)dV= 

一 J t， ( ，t)dV=一f vNTNdV~。(t) 

令 ． =I NdV 

则上式变为： (t)=一 主。(t)式中 叫作单元阻尼 

矩阵。 

若将每个单元所计算的由阻尼力引起的等效节点 

载荷集成，则得到整个结构系统的整体阻尼节点模糊 

载荷列阵： 

Pa(t)=一C (t) (7) 

式中C=∑ 为整体阻尼矩阵。 

将(6)，(7)两式代人到(3)式中可得到： 

(‘)=一 (t)一 (t)+p0(t) (8) 

移项可得： 

(t)+ (t)+ (t)= 0(t) (9) 

3 模糊平衡方程的求解 

只考虑无阻尼和外载的情况，则方程(9)可变为： 

M2(t)+ =0 (10) 

它的解可设为： 

i=~in(bt+ )其中 为模糊振幅列阵，P 为模 

糊圆频率，它们都是待定的量。将其代人自由振动微分 

方程(10)得： 

[ 一 ] =0 (11) 

这一方程具有非零解的条件是： 

I 一 M l=0 (12) 

它称为系统的模糊特征方程。由此可确定 的 个正 

实根P ，并按P ≤P 排列， =l，2，⋯，I。将各个不同 

的P 逐一代人上式，可得下列主振型方程： 

[ 一 ]置 =0， =l，2，⋯，I 
即： 救 = (13) 

其中 =P 

由此，在不计任意倍数差别的意义下，可确定 个 

实矢量 ，称为系统的主振型。由下式 

= ~in(blt+ )， =l，2--．n (14) 

表示的运动称为系统的主振动，主振型的一个重要性 

质是可对其单位化，即 

憾 =l (15) 

另一个重要性质是它具有正交性，即当i≠J时，有 ： 
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= 0， = 0 

事实上， 与鼍分别为系统的第i个与第．『个主振型， 

因而有： 

瓯 = 蛾 ，瓯 =p⋯iMX~ 
将第 1式转置，再后乘以 。对第2式前乘以 ，然后 

两式相减，可得： 

( 一 ) 峨 =0 
考虑到 不等于 ，于是前式得证，同理可证明第 

2式。 

定义 sign函数如下： 

r 1 >0 

sign(x)={0 =0 (16) I
— l < 0 

利用 一尺型模糊数的性质，进行展开可得第i个方程 

为㈣ 

∑{( ，砖，碍) ·( ， ，霹) }= 
』=1 

∑{(A。，A ，A }肌m ( ，霉， ) } (17) 
j=l 

将其分解可得： 

∑{( +(o，砖，碍) ·( +(0，霉，霹)肌}= 
j=1 

∑l[A。 +(o，A ，A ) ]．( +(o ) )} 
=l 

即： 

∑{ +sign(K~)sign(Xi)(o，1 l霉+ 
1 

l l砖，l l霉+l l霹) = 

∑ m +sign(A。m )sign(Xi)。 
=l 

(o，l A。m l +l l A m ， 

l A,m l +l l A ) (18) 

又可变为： 

∑ =∑A。m (19) 
J 1 J 1 

∑{sign( )sign(Xj)(o，l l + 

l l砖，l l +l l砖) }= 

∑{sign(,~。m )sign(Xj)(0，l A,m l霉+ 

l l A m ，l A,m l +l l A ，，l ) } 

i=1。2，⋯n (20) 

因为有 

毗 =1 (21) 

所以可 以推出： 

■ ■ 

∑∑{(霹，掣， ) (五，鹫，霹)埘}=(1’o’o) 
i=l iffi1 

即有 

∑∑xrmcx =1 (22) 
I l J 1 

∑∑{sign(X,)sign( )(o，l l + 

l置l ，l Xy l Xi + m l Xi l) = 
(O，sign( ￡，sign(；)；) (23) 

其中￡， 为一极小量。 

对(20)式其进行有界闭模糊数转化可得到： 

(1一A)∑{sign( )sign(Xj)[一(1 l + 

l l砖)，(1 l +l l )]+ 

(1一A )∑}si ( )sign(X~)[min(一霹霹，一碍考)， 
J l 

max(砖 ， )]}=∑{sign(A。)si ( )· 

[一(1 A。l m矿 +l l A m )，(1 A。l m矿 + 

l l A )]}+(1一A) ∑{sign(A。 )s ( )· 

[min(一A m矿 ，一ASmoX~)， 
max(AL。m L，A m )]} (24) 

其中A oc：(o，1)， ， ，A：，A ≥0．i=1，2，⋯，l 
即可转化为： 

∑{sign(Kcsign(X~)[一(1 l + 

l l砖)，(1 l +l l )]}+ 

(1一A)∑{sign(Ki)si ( )[min(一砖 ， 
一  )，max( ， 霹)]}= 

∑l sign(,~。)sign(X~)[一(I A。I m + 

l l A m )，(1 A。l玎 +l l A：|m )]I+ 

(1一A)∑{sign(A。)8i ( )· 

[rain(一A m ，一A：|m )， 

ma】【(A m ，A m )]f} i=1，2，⋯ (25) 

对(23)式进行有界闭模糊数转化可得： 
■ ■ 

∑∑{sign(X,)sign(X~)[一(1 l m + 

l l mcXt1)，l置l mi +l l mcX~)]}+ 

(1一A)∑∑{sign(X,)sign(Xi)[min(一霹m ， 
一 霹m )，max( m ，霹m )]}=(￡，；) 

(26) 
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显然(19)式与(22)式合成普通特征值问题，可以通 

过子空间迭代法等来求解。 

式(25)与(26)合成模糊特征值问题，是区间方 

程，可以利用区间数的运算法则，将每一个区间方程化 

为两个普通方程，即可化为如下(2n+2)个普通方程： 

其中： 

( 。， ，⋯ ， )=g。 

( 。， ，⋯ ， )=g2 

1．．．⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯一 { ( 
。， ，⋯ +。， )=gz,一。 

I ( 。， ，⋯ ， )=g2 

l ( 。 ，⋯ ， )=g2 
( 。， ，⋯ +。， ． )=gh+： 

一
。 = ， i 

= A 

=  ， +。 = A ， 

(i=1，2，⋯n) 

(27) 

4 结 语 

在前人的研究基础上对模糊动力系统进行了研 

究，并对模糊动力平衡方程进行了求解，对实际工程分 

析有着一定的价值。但对模糊平衡方程的更精确和有 

效的解法一直是人们所期待的。这也将是今后的研究 

方向。 
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Establishment and Solving Method 

of Fuzzy Dynamic Finite Balan ce Equation 

soNG Xiao-bao 

(1．College of Resource and Environmental Sciences，Chongqing University，Chongqing4OO044，China) 

Abstract：In consideration ofthe ess of some boundary conditions，environm ental media an d especially some load in 

the analysis of engineering structure，in order to solve the actual questions in engingeering ，the fuziness must be taken in- 

to account．Only so ，the solution can be close to its reality．In the basis of Zadeh~Extention Theory and Delonbell The- 

ory，fuzzy vibration equation Can  be  deduced，then fuzzy finite bala／ice equation tl~ ng h integrating the common finite ele- 

ment method．Based on the L—R fury nember and L—R fuzzy function，and by making using of the character of the L— 

R fuzzy nember and interzone equation，the FFE equation can be tl~ foFmed into a set of common equations an d a set of 

interzone equations．Th e interzone equation Can be solved by the character of interzone，thus the equation solution Can 

be solved． 

Key words：fi,7~iness；FFE；L—R fuzzy number；dynamic be hnce equ ation 
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