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摘 要：利用实函数性质，讨论了两个不同度量空间中两个映象乘积的不动点问题，推广了Fisher 

的主要结果，并给了出逼近不动点的敛速估计；同时，在弱拓扑的意义下，利用分析的方法，讨论了赋范 

空间中有关映象不动点的存在性，得到一个新的不动点定理。 
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Fisher⋯在两个不同的完备度量空间中，讨论了 

有关映象的不动点问题。KadaL2 等人在度量空间中 

引人了W一距离，讨论了在 W一距离下有关映象不动 

点的存在性。进一步，文献[3]在完备度量空间和紧 

空间中引人了W一距离，得到了两个新的不动点定理， 

从而推广了Knanna ，Jeng—Sheok U 及 Kada的主 

要结果。 

笔者利用实函数的性质，在两个完备度量空间中， 

讨论有关映象的不动点问题，推广了Fisher的主要结 

果，且给出了一个收敛速度估计；同时，在弱拓扑的意 

义下，讨论了赋范空间中与弱列紧的弱闭集有关的映 

象的不动点问题，得到一个新的不动点定理。为此，引 

人下面的记号和引理。 

1 记号和引理 

文中，设 R+=[0，∞)， 表示实函数 ：尺：一 尺+ 

的集合，且满足：对所有的 u ≥0， ≥0，无论(i) 

M ≤ ( ， ，0，M )或 M ≤ (h(M ，0，M ，0)，均存在 
n · 

c ≥0，使得M ≤Cn 成立，且0≤G =(兀cf) ≤ 
=1 

G<1， ∈Ⅳ(自然数集)。 

引理 1 设(X，d)，(Y，P)为度量空间，映象 ： 

r-+y，S： ，对V ∈X，Y∈Y有 

P(Tx，TSy)≤h(d( ，Sy)，d(x，STx)，P(Y，Tx)， 

P(Y， )) (1) 

d(Sy，STx) p()，，Tx)，P(Y，TSy)，d( ，Sy)， 

d( ，．s )) (2) 

其中厂，h∈ ，则对每个 ∈X，序列 { }={ST) }， 

{Y }={T(ST) }都是 Cauehy列。 

证 令 C =max{口 ，b }，其中 口 ，b 分别为对于 

的实数且满足条件(i)。由不等式(1)并利用 h∈ 

H南 

p(Y ，Y +1)=P(Tx 一l，TSy )≤h(d(x 一l，Sy )， 

d(x 一l，STx 一1)，P(Y ，Tx 一1)，P(Y ，TSy ))= 

h(d(x 一l， )，d( 一l， )，0，P(Y ，Y +1)) 

即有 P(Y ，Y川 )≤c d( ， ) (3) 

类似地，由不等式(2)及 ∈ 可证 

d( ， +1)≤c ()， ，Y +1) (4) 

所以由式(3)、(4)有 d( ， + )<~c2d( 一  ， ) 

利用数学归纳法，可推得 

P(Y ，Y +1)≤G2．-1d(x， 1) 

由式(5)，若 n<m，则 

d(x ， )≤d(x ， +1)+ 

d(x +l， +2)+⋯ +d( 一l， )≤ 

(G +G ‘川 +⋯ +G2(m-1)d(x， 1)≤ 
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(7) 
一  

2 、 ， l 

因0<G<1，所以当 ∞时，d( ， ) ，此即可说 

明{ }是 Cauchy列。 

类似地，利用式(6)可证{Y }也是 Cauchy列。 

引理2[6] 设 为线性赋范空间， 上连续线性 

泛函的全体记为 X 。 ∈X， ≠0，则存在厂∈X’使 

得 ll厂ll=1 )=ll ll。 

文献[7]在 Banach空间框架下，证明了引理 3、引 

理4的结论，而文献[6]把这些结论推广到了一般的 

赋范空间，详细的证明可参阅文献[6]。 

引理 3 设线性赋范空间 上的线性泛函数为 

厂( )= ll，则f( )在 上是弱下半连续的，即若 

( ∞)，则必有 lI lI≤lim．~ lI lI。 

引理4 设 是线性赋范空间 中的弱列紧的弱 

闭集，g： R+是弱下半连续的，则 g在 上必有下 

界，且存在 。∈K，使 g(x。)=in ( )。 

2 主要结果 

定理 1 设(X，d)，(Y，p)为完备度量空间，映象 

： y，s： ，h∈H满足式(1)、(2)，{ }，{Y } 

是按引理 1所定义的序列。且对V u∈X，u#STu，有 

inf{d( ，u)+d( ，STx)： ∈X}>0 

对V ∈Y， ≠TSv，有 

i-f／o(y，t，)+o(y，TSy)：y∈Y}>0 

则 1)limx =z，limy =∞ ． 
2 

2)d(x ，z)≤ ·d( ， )，p(y ， )≤ 

，吨 n一1 

·d( ， 1) 1 2 、一v'一v／ 

3)ST，TS分别有唯一不动点z， 

证 由引理 1知，{ }，{Y }都是 Cauchy列，又因 

，y是完备的，故分别存在z∈X， ∈Y，使得limx =z， 

limy = ，而由d(·，·)的连续性及式(7)，有 

2 

d( z) d( m)≤ ’d( )(8) 
m _+∞ _ 一 ●一 

2n一1 

类似地，可证p(y ， )≤ ·d( ， ) 

现证 3)，假设 z≠s ，则 由定理 1之假设及式 

(5)、(8)有 

0<inf{d( ，z)+d( ，STx)： ∈X}≤ 

inf{d( ，z)+d(x ，STx )： ∈N}≤ 

(1+ )d( ， )inf{G ： ∈N}=0 

矛盾。所以应有z=STz，即Z-是s 的不动点。同理可 

证 是 的不动点。 

为证唯一性，设z=STz，z =STz ，利用式(2)有 

d(z，z )=d((ST) z，(ST) z )= 

d(S(T(ST) z)，ST((ST) z ))≤ 

f(p(T(ST) 一 z，T(ST) 一 z )， 

P(T(ST) z， (st) )， 

d((ST) 一 z ，ST(ST) 一 z)， 

d((ST) 一 z ，st(ST) 一 z ))= 

厂(P(T(ST) z，T(ST) z )，0， 

d((ST) ，(ST) z )，0) 

由厂∈H有 

d(z，z )≤c (T(ST) z，T(ST) z ) (9) 

利用式(1)有 

P(T(ST) 一 z，T(ST) 一 z )= 

P( (ST) z，TS(T(ST) z ))≤ 

h(d((ST) 一 z，ST(ST) z )， 

d((ST) 一 z，st(ST) 一 z)， 

P( (ST) z ， (ST) z)， 

P(T(ST) z ， (ST) z )= 

h(d((ST) 一 z，(ST) 一 z )，0， 

P( (st) z， (ST) )，0) 

由h∈H有 

p(T(ST) ～z， (ST) ～z ≤c．d((S )“～z，(st)．n-1 ) 

(10) 

结合式(9)、(10)有 

d( ， )=d((st)“ ，(st)“ )≤ 

c：d((st) ，(st) ) 

利用数学归纳法，由上式可推得 
^ 

d(z，z )≤(兀c d(z，z )≤G2“d(z， ) 1 

而0<G<1，故必有d(z，z )=0，即 =z。因此ST的不动 

点是唯一的。类似地，可证 的不动点也是唯一的。 

注 令厂(u， ，A， )=cma)【{u，A， }，h(u， ，A， 

)=cma)【{11,，A， }，0≤c≤1，即得文献 [1]中的定 

理1，故本定理是文献[1]中定理 1的推广，同时不要 

求每个 c 都小于 1，即有的c 可以大于 1，而只要求所 

有 c 的积小于 1即可。 

当(X，d)=(Y，p)，S=T时，由定理 1可得如下 

推论： 

推论 1 设( ，d)为完备度量空间， 为 上的自 

映象，对V ，Y∈X有 

d( ， y)≤h(d(x，ry)，d(x， )， 

d(Y，Tx)，d(y， y)) 

其中h∈H，则 有唯一不动点。 

现讨论线性赋范空间中的不动点问题。为此设 

为满足如下条件的所有函数厂： 一 ：对所有的 

u， ≥0，若 u<厂( ， ，0，u)或 u<厂( ，0，u，O)，则 u< 。 
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定理2 设(X，d)，(Y，P)是线性赋范空间， ，D 

分别是 ，l，中弱列紧的弱闭集。映象 ： —D，Is：D一 

，满足：对 V EK，YED， ≠Sy有 

P(Tx，TSy)<h(d( ，Sy)，d( ，Is )， 

P(Y，Tx)，P(Y，TSy)) (1 1) 

而当Y≠Tx时有 

d(Sy，STx)< P(Y，Tx)，P(Y，TSy)， 

d( ，Sy)，d( ，STx)) (12) 

其中f，hE ，则 Is 有唯一不动点 EK，TS有唯不动 

点 E D，且 Tz= ，Sw= o 

证 令 ( )=d( ，STx)=J J 一STx II，贝0由弓f 

理3知 ： 尺+是弱下半连续的，由引理 4知，存在 
一 点u E K，使 

(u)=d(u，STu)=min{d( ，STx)： E K} 

若 ≠ ，则 u≠STu，由式(12)有 

d(Is ，STSTu)<f(P(Tu， )，P(Tu， )，0， 

d(STu，STSTu)) 

因厂EH’故有 

d(STu，STSTu)<P(Tu，TSTu) (13) 

又因u≠STu，由式(11)有 

P(Tu， )<h( (u，STu)，d(u，STu)，0， 

P( ， )) 

因h∈H’故有 

P( ， Tu)<d(u，STu) (14) 

由式(13)、(14)可推得 (Is )=d(STu，STSTu)< 

d(u，STu)= (u)，矛盾。因此 Tu= 。为此设 

Tu= ，Sw==，则有 ST(STu)=Is( )=STu= = 

=， =Tu=TS(Tu)= (STu)=Tz，因此， = 为 ST 

的一个不动点，Tz= 为 的一个不动点。 

现证唯一性。设 Is 有另一不动点 ，应有 ≠ 

，由式(12)有 

d(z，= )=d(STz，STz )< pTz，Tz )，0，d(z， )，0) 

因fE ，所以有 

d( ， )<P(Tz，Tz ) (15) 

由式(11)有 

P( ， )=P(Tz， )<h(d(z， )，0 (Tz，Tz )，0) 

因hE 所以有 

P(Tz，Tz )<d( ， ) (16) 

由式(15)、(16)得 

d( ， )<P(Tz，Tz )<d( ， ) 

矛盾。因此不动点 是唯一的。类似地，可证 是 

的唯一不动点。 

推论2 设(X，d)是线性赋范空间， 是 中弱列 

紧的弱闭集，映象 ： — 满足：对 V ，y∈K， ≠ 

有 

d(Tx， )，)< d(x，ry)，d(x， )，d(y，Tx)，d(y， )，)) 

其中厂E ，则 有唯一不动点。 
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Fixed Points on Complete M etric Spaces and Normed Linear Spaces 

YANG Li-ping 
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Abstract：By properties of a real function，fixed points problem on two complete metric spaces are discussed
．The result 

generalizes corresponding result of Fisher
．
Momover，this result provides a general convergence rate estimate．Mean． 

while，we discuss the existence of fixed point on two normed linear spaces under the condition of weak topology
， and we 

obtain a new fLxed point theorem． 
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gence rate estimate． 

(编辑 张 苹) 

http://www.cqvip.com

