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类非线性微分方程极限环的存在性’ 

张 谋，魏 曙 光 
(重庆大学 数理学院，重庆 400030) 

摘 要：利用环域定理得到一类非线性微分方程极限环存在的充分条件，去掉了过去结论中的某些 

限制条件，推广了文献[1]的定理1。 
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过去人们常讨论的是方程 =Y—F( )， = 
一 g(x)及 =P(Y)，)；=Q( ，Y)的极限环的存在 

性 卜引，做了大量工作，但大部分假设了条件 Q(±∞)= 

+∞或Q’(±∞)=+∞，其中G( )=f g( )dx， 
石 

Q’( )=一f Q(x，0)dx。这里讨论非线性方程 

=y -F (x (1) 

极限环的存在的充分条件，但本文的定理 l去掉了限 

制条件 Q‘(．4-∞)=+∞，其中当 Q(x，Y)=一g(x)时 

即为文献[1]的定理l。 

在本文中，总假设所涉及的函数是连续的，方程初 

值问题解的存在唯一性条件被满足，点 o(o，0)是唯 
一 的奇点。记 

(̂ ，)，)： ， 

A( ，)，)= 一fQ(x,O)dx= +Q‘( ) 
定理l 设方程(1)中的函数满足 

1)xQ(x，)，)<0，当( ，)，)≠(0，0)时； 

2) >0，当I I∈(0， )时 F( )<0，且 F(± 

∞)=±∞； 

3)对充分小的非零 I引，I)，I有 h(x，Y)>0，当0< 

<b，Y<B日寸h( ，)，)>0，其中0<b<+∞，B= 

inf 
6
F( )<0； 

4) M>0，使 (B M 

则方程(1)存在稳定的极限环。 

证 因为 dA I=y2h(x，)，)+Q( ，0)F( )>0 
l(1) 

(当 ，lyl≠0充分小时)，所以点 o(o，0)是不稳定 

奇点，即A( ，)，)=C(C充分小)可作为环域的内境 

界线。 

下面作环域的外境界线(如图 1)。 

y } 1 n ／A ／ 
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． 

／  

圉 I 环域的外境界线 

过A。(0，一 )作方程(1)的正向轨线jr(A。，， )， 

在区域{( ，)，)I <0，Y<F( )}内 <0， >0又F(一 

∞)=一∞，所以 A。，， )必与Y=F( )相交，在区域 

{( ，)，)I <0，Y>F( )}内 >0，)；>0轨线jr(A0，， ) 

必交正Y轴于A。，过 A。作方程(1)的正向轨线jr(A ， 

， )，在区域{( ，)，)I >0，Y>F( )}内 >0， <0又 
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F(+O0)=+O0，所以过Al的轨线 Al，， )必与)，= 

r(x)相交于A：( ，r(x))。过 A：作方程(1)的正向轨 

线 A2，， )；过点A2( ， )作方程 

业 一 ( ：Q2 r，、 
dx Y—B 、 

的正向轨线 ￡(A2，， )，在 区域 {( ，)，)I >0，Y< 

r(x)}内 A：，， )和￡(A：，， )均与负Y轴相交，设交 

点分别为A，(O，y3)，A3(0，Y3)，方程(2)两边 O到 积 

分得 

)，3= B 一 > 一 

> 一 

即A，在A。之上。比较方程(1)和(2)有 

业I < I 出I
(1) 出『(2) 

从而A，在A3之上，且在线段 A3A。上 <0，所以闭路 

A。A。A：A，A。可作为环域的外境界线，由环域定理知方 

程(1)存在稳定的极限环。 

定理2 设方程(1)满足 

1) Q( ，O)<O， ≠O 

2)对充分／J、的 、lyl≠O有h(x，)，)>O， ( )<O 

3) 口>O， ( )使 h(x，)，)< ( )，且当I I≥n 

时tt( )<0，同时设 

0<后l=inf{F( )}，0>后2=sup{F( )} 

后，=max{I F( )I} 

4) C>0，M>0使 

J(／／(x)+cq(x，0))dx<一M，对任意 l≤o， 
J 

I 

当 ≤ ，时或 

b．J(I-l(x)一Cq(x，0))dx<M，对任意 。>10，当 
I 

≥ l时 

5)Q‘(±∞)=+∞ 

则方程(1)至少存在一稳定的极限环。 

证 类似定理 l的证明知，原点是不稳定奇点。 

首先证明( ，)，)平面内，方程(1)的过任何点的正 

半轨绕原点盘旋。 

由已知jN>O，当I I≤n，Y>J7＼r时， =)，一F( )>l； 

当I I≤口，Y<一N时， =)，一F( )<一l 

所以，在I引≤口，lyl>N内任何点，方程(1)的轨线无 

垂直渐近线。 

警Ifl】=)，2 ，)，)+Q( )m)<)，2日( )+ 
后l q(x，O)<0，当 ≥口，lyl<+O0时 

If1)=)，2 + 'o)m)<)，2 ( )+ 
后2q(x，O)<O，当 ≤一口，lyI<+O0时 

)，· · = )<0 

所以( ，)，)平面内，方程(1)的过任何点的正半轨绕原 

点盘旋。 

其次证明，总能在正轴 Y上找到一点A使过A点 

的负向轨线 A，r)永远在 y=JIIf的上方。 

由条件知了 >O，NI>0，当I)，I>NI时有Ik,／yI≤ 

l一 ( l，2，3)，所以 

Y—r(x)<Y一后l=Y(1一后l／y)~<ocy，当)，≤一J7＼rl， 

≥n时； 

同理，，，一F( )~>ocy，当)，≥J7＼rl， ≤一n时；)，一F( )≥ 

8y，当，，≥J7＼rl，Ix I≤n时；)，一F( )≤ ，当 Y≤ 一Nl， 

I引≤n时。 

由条件知了Ⅳ2>M，V C>0，当)，≥Ⅳ2时 1／y<C， 

取 N=max{J7＼r。，Ⅳ2}，分3种情况讨论： 

1)若 ≤O，Y>N时q(x，)，)<0，此时 >0，)；<O， 

点a(x ，Ya)，Ya>N的负向轨线f(a，r)必在 Y=Ya 

之上，当然也在 Y=M之上。 

2)若 ≤O，Y>N时q(x，)，)≥O，则 

： ≤ ≤
1(tt( )+cQ( 

，o))d x—Y—r(x) 8y 、 ’ 

(3) 

设a(x ，Ya)是正Y轴上的一点，Ya>N+M／8，如 

果 A，厂)与直线Y=M相交则它首先必与 Y=N相 

交，这时在Y=N上必存在一点Po( 。，N)使 A，厂) 

的纵坐标)，( )>N当 0< <0时，且 )，( )=N。因 

Y>Ⅳ时 >0，由式(3)知及所给条件知 

dy≤ '--r／~(x)+cq(x，0)]dx 

r d)，≤ lr／~(茗)+co( ，o)]出所以 

)，(X0)≥，，̂+J。 ( )+cQ( ，o)]出> 

+ (一 )>N 

这与y(xo)=N相矛盾，所以此时 A，厂)必在Y=M 

之上。 

3)若当 ≤O，Y>N时q(x，)，)有正有负。 

设A是正Y轴上任意一点 >N+2M／8，不妨设 
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A，厂)只在两点 、C之间 Q( ，)，)为负，其余地方 

Q(x，)，)均为正，过 作平行于 轴的直线，必交于轨 

线 A，厂)另一点D(若没有交点，则 A，厂)在直线 

Y=Y 之上，结论成立)。用反证法，如果 A，厂)与直 

线Y=M相交，则它首先必与Y=N相交，则在Y=N上 

必有一点 P0( o，N)使当 o< ≤0时 Y( )>N且 

y(xo)=N。当)，≥Ⅳ时互>0，所以 

dy= 格dx 
ay： dy+广dy+ dy： 

yO,o) tO,o) YD ，B 

+ = dx+￡ ≤ 
+ 广 ≤ j 

ey hB ey 

[日( )+cQ( ，o)lax+ 

f0 [日( )+CQ(x，o)]dx≤一 f 一[日( )+ ，o)] ≤一 
．IxB 8 6 

即有Y( 。)≥)，̂一2_M>Ⅳ
，这与)，( 。)：N相矛盾，即 

A，厂)不与 Y=M 相交，亦即 (A，厂 )必在 Y=M 

之上。 

所以，在正Y轴上存在一点A，当Y 充分大，时间 

￡一 一O0时，过A点的负向轨线f(A，厂)永远在 Y=M 

的上方，走向无穷远处。 

综上所述，若A是正Y轴上的一点(YA充分大)， 

过A点的负向轨线 A，厂)将绕原点盘旋且再一次与 

正Y轴相交，由方程解的唯一性，其交点必在点A之 

下，又警I >。，所以曲线A， u 可作为环域的外 
境界线(如图2)，由环域定理知存在稳定的极限环。 

厂 、、＼ f 
尸  ) 一 ／ | 

、 ， 

＼ ／m x 
图2 境界线 
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The existence of limit cycles of some non—linear differential equations 

ZHANG Mou，WEI Shu-guang 

(College of Mathematics and Science，Chongqing University，Chongqing 400030，China) 

Abstract：The existence of limit cycles for the nonlinear oscillation equation is discussed，in which some hypothesis is o- 

mitted．The results of theorem 1 generalized the corresponding results for[1]． 
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