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摘 要：弹性薄板屈曲的临界压力计算，在弹性力学中一般都是采用双三角级数解法，计算过程比 

较复杂，工程中应用不方便。同时薄板的临界压力在很多情况下得不到准确的解析结果，所以求解薄板 

临界压力的近似解在工程设计中很有必要。加权残值法是求解微分方程近似解的一种有效的数学方 

法，广泛应用于各种工程技术领域。为了简化计算过程，得到有用的近似解，利用加权残值法与康脱洛 

维奇变分原理，以第二类切比雪夫多项式和三角函数作为试函数，求解矩形薄板在不同支承条件下屈曲 

时的临界压力。通过实例计算表明这种方法计算简单，具有一定的精确度，在工程实际中应用方便。 
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在工程实际中，弹性薄板 的应用很广泛。薄板在 

受面内压力作用时，会发生屈曲变形而失去稳定性 ，因 

而确定薄板失稳时的临界压力，在薄板的设计与应用 

中至关重要。弹性薄板的临界压力在多数情况下不能 

得到精确的解析解。已经得到的一些薄板临界压力的 

解析解，其求解过程复杂，在工程中应用不大方便。利 

用数值计算方法计算弹性薄板失稳时的临界压力，在 

保证一定精确度的条件下，求出简单而便于应用的数 

值解，这在板的工程设计中很有必要。作者利用加权 

残值法和康脱洛维奇变分原理得到了弹性薄板临界压 

力的数值解，这种解法在工程实际中有一定应用价值。 

1 基本原理 

1．1 康脱洛维奇变分原理 

文献[1]中利用康脱洛维奇变分原理计算了矩形 

截面杆扭转剪应力，这种原理可以方便地用于各种多 

变量函数的泛函变分问题。对于满足一定边界条件的 

多变量函数的泛函 

式(2)中A ( )，k=1，2，⋯，m为 的待定函数。将 

式(2)代人式(1)，可以得到一个新的依赖于自变量 

的泛 函 

-，[A ( )，A ( )，⋯，A ( )] (3) 

由泛函取得极值的条件 a-J=0，可以得到一组关于 

A ( )的欧拉微分方程组 

[A ( )]=0，k=1，2，⋯，m (4) 

求解欧拉微分方程组，并满足所给边界条件，即可得到 

待定函数 A ( )，A ( )，⋯，A ( )，再代人式(2) 

便得原变分问题的近似解。 

1．2 微分方程的伽辽金解法 

在数值计算中，可以采用加权残值法中的伽辽金 

解法 来求解欧拉微分方程组(4)。 

对于微分方程边值问题 

Ⅱ一f=0，区域 上 

Bu—g=0，边界上 a 上 (5) 

用如下线性形式的试函数 

靠 田 满 足 ： 田 泵  ． 

“ ‘ 五( 'c)
=  

。( )+ c ( ) (6) 选用满足边界条件的函数系列 ( 
， ，

⋯

， 
)， 、一 台 

k=1，2，A，m把变分问题式(1)的近似解写成 作为近似解。c ，c ，／l，c 为待定参数， 。的选取应满足 

、 

三 ． 、 问题的全部边界条件， ．1， ，⋯， n是选定的一组线 
、 ” ． ， 、 、 ’ 一 ’ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯  ， ， T ⋯ ⋯ ⋯ ／ 

w(xl， 2’⋯， n) 刍A ( n) ( ， ’⋯， 性无关的函数，称为基函数，它们应满足对应的齐次边 
— —  

(2) 界条件 ，即在 8v上 B( )=0，i=1，2，⋯，n。 
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将式(6)代人式(5)，即得到残值方程 

R(x，t2)=Lu( ，c)一f (7) 

伽辽金方法取基函数 ( )作为权函数，使残值式(7) 

的加权平均值为零 

l ( )R( ，c)dv：0，i：1，2，⋯，凡 (8) 

式(8)为关于待定参数 c ，c ，A，c 的代数方程组，求 

解后可确定这些待定参数，得到微分方程边值问题式 

(5)的近似解。对于偏微分方程，待定参数c 可选为某 

一 自变量的待定函数。 

在计算薄板临界压力时，作者采用一级近似计算， 

泛函变分问题的近似解，即式(2)中只取一项来进行 

计算 

W ：( l， 2，⋯， ) ：Al( ) l( l， 2，⋯， 1) 

(9) 

式(9)中A 与 选用满足弹性薄板边界条件的基函 

数，笔者采用三角函数或用第二类切比雪夫多项式表 

示的梁函数作为基函数。将康脱洛维奇变分原理用于 

弹性薄板的能量泛函时，可以使二维问题变为一维问 

题，同时由于切比雪夫多项式的正交性，使计算过程简 

化了很多。所得解答中有一部分是通过欧拉方程求得 

的严格解，因此即使采用一级近似计算，也可以保证一 

定的精确度。 

2 第二类切比雪夫多项式 

第二类切比雪夫多项式的前 6项 

( )：1，U1( )=2x，U2( )：4x 一1， 

U3( )：8x。一4x，U4( )：16x 一12x +1， 

U5( )：32x 一32x +6x(一1≤ ≤ 1) (10) 

第二类切比雪夫多项式的正交性 

1 『0， ≠ 凡 

f，~／1一 ( ) ( )d ：{耵 (1 1) 一 【 
’ 
。 一 凡 

采用无量纲坐标 ：÷，设梁的左端 ：一1，梁的右端 

=1，所取坐标见图 1，容易求得长为2n的梁在不同 

支承条件下的梁函数。 

一 1 O 1 

L旦— 
图 1 梁的无量纲坐标 

3 弹性薄板屈曲时的能量泛函 

由弹性薄板理论 ，薄板在屈曲时的能量泛函为 

口 ： D

2 
J
【

"

＼

{a 2w a 2w／ 
一  

2(1一 )[【 32w 32w
一  a2 w ])+ 

[ ( ) +，v ( ) +2 o w~a"y1 1 ．axdy 
(12) 

式(12)中W为薄板中面的挠度，D为薄板的弯曲刚度， 

D ， 、 、 是由纵向载荷引起的中面 

内力。 

当弹性薄板没有自由边，即周边为简支或固定~,-j-， 

由文献[6]中的相关结论，式(12)可简化为 

仃： [D{ 32w +雾) 1 I N [ow ~， + 
( ) 2N,a

—

w O

—

w I}d (13) 
计算薄板临界压力时，采用无量纲参数 

疗： ， ：了W， ：詈，．，7：舌，A=詈 

=  
， 

=  ， ：  (14) 

式(14)中，t为弹性薄板的厚度，矩形板的长度与宽度 

分别为2a和2b。 

将无量纲参数用于式(12)和式(13)即可得到矩 

形弹性薄板无量纲能量泛函 

打：胜[(雾) c3~：2 c3r／2 (雾) 卜 

2 [雾鲁一( ) 卜 

【 (嚣) +2A 嚣嚣+A (器) 】) d叼 
(15) 

疗： { [(学) +2A 譬雾+A (鲁) ]+ 

【 (嚣) +2A 嚣嚣+A rf~ Orl＼l ] d叼 
(16) 

在泛函变分问题中，取式(15)和式(16)的近似解 

=cu( ) (．，7) (17) 

~PfP--N近似计算，上式中 c为待定常数，u( )及 

(．，7)选取在 、)，方向上分别满足矩形薄板边界条件的 

切 比雪夫粱 甬数 或 三角 甬数 
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4 弹性薄板临界压力的计算 

4．1 四边简支的矩形薄板 

图2所示矩形薄板，四边简支，受均匀压力 作 

用，板的中面内力 =一P ，Ny=0， =0。 

矩 
Px 

图 2 例 4．1矩形板 

设屈曲时，板的中面挠度 

W =cⅡ( )”(r／) 

I1,( )=U ( )一21U：( )+58U ( )， 

(田)=U4(r／)一21 (r／)+58U。(叼) 

由式(16)可得 

可 = 2 (
Ⅱ” +2A Ⅱ，，⋯  +A4( 卜  

p (Ⅱ ) d叼 (18) 

式中 p = 

将式(18)两边乘以~／l一叼 ，利用切比雪夫多项 

式的正交性，对 田进行积分后，再由泛函的极值条件 

旃 =0，得到Ⅱ( )的欧拉方程 

u ’( )+(p 一4．918 5A )u”( )+6．053 6A u( )=0 

(19) 

由于已经取 Ⅱ( )=U4( )一21 ( )+58U。( )，所 

以式(19)等号左边即为微分方程的残值R，以 ( )为 

权函数，利用伽辽金方法，有 

f．Ⅱ( )R喈 =0 (20) 

设矩形薄板 a=b，A=1，由式(20)并利用切比雪夫 

多项式正交性，积分后得p =9．759 5。 

正方形薄板的临界压力 

( ～  -9．759 5 D
--5-- 39．o38 

a I J 

此值与文献 [5]的解答 (P ) =39．44 相 

差 1％。 

4．2 一对边固定、一对边简支矩形薄板 

图3所示矩形薄板，一对边固定、一对边简支，受 

均匀压力 P 作用。中面内力 ：一P ，Ny=0， = 

0，设矩形板屈曲时，板的中面挠度 

T口 I I ‘

i I L一-i ．i．口 

：： ：：：{ 卜 —————————————————-1 

图3 例 4．2矩形板 

=cⅡ( )”(叼)，Ⅱ( )=sin m?r ，m =1，2,3，⋯， 

”(叼)=U4(r／)一5U2(r／)+10U。(r／) 
2 

设p = P ，通过与4．1例相同的计算过程，可 

得 

6·34 2+20．3 裔 ) 
矩形薄板的临界压力 

=  
， 

=  

(P ) ，的计算结果列于表 1中。 

表 1 例4．2( ) ，计算值 

A=导 0．4 0．5 0．6 0．7 0．8 0．9 1．0 
D 

(文献[6]) 9．44 7．69 7．05 7．00 7．29 7．83 7．69 

J!c(作者计算值) 9．36 7．41 6．56 6．26 6．28 8．19 7．41 

(P ) 的计算值大部分与文献[6]的结果相接近。 

4．3 一对边简支，一对边固定、自由矩形薄板 

图4所示矩形薄板，一对边简支，另一对边为固 

定、自由，受均匀压力P 作用。板的中面内力 ：一P ， 

N =0， =0，设屈曲时，板中面挠度 

=cⅡ( ) (r／) 

Ⅱ( )=sin—m ,'r—r 
，
m = 1，2，3，⋯ ， 

媚 
：： ：：： 

图 4 例4．3矩形板 
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(．r7)=U4(．r7)一8U3(．r7)+27U2(．r7)+ 

208U1(．r7)+298U。(77) 
2 

设 =0．25， ： P 

以求得 

户 =1．851A +0．728 3 

，利用式(15)，经过计算后，可 

矩形薄板的临界压力 

( = IT2D
， 

=  

+ f—In1"1"1‘ 
2 ， 

( ) 的计算值列于表2。 

表2 例4．3( ) ，计算值 

(P ) 的计算值与理论值较接近，误差在工程应 

用许可范围以内。如果增加试函数的项数，计算精确度 

还可提高。 

5 结 论 

利用康脱洛维奇变分原理与加权残值方法推导了 

弹性薄板屈曲时临界压力的计算公式。对几种不同支 

承条件下的矩形薄板，计算了它们的临界压力。计算 

结果表明，所采用的方法简单、实用，具有一定的精确 

度，在工程设计中有其应用价值。对于其他形状的弹 

性薄板，只要能构造出满足边界条件的试函数，所采用 

的计算方法也是适用的。 
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Calculating Critical Loads of Thin Plates 

W ith M ethod of W eighted Residuals 

Y／N Gang，FENG Xian-gui 

(College of Resource and Enviroment Science，Chongqing University，Chongqing 400030
， China) 

Abstract：In elastic mechanics
， it is common practice to calculate critical loads in buckle of thin plates by means of 

double triangle series．The calculation process is more complex
，
this method has not facility in engineering apphcation

． 

In many cases critical loads of thin plates can not obtain precise analytic solutions
．  It is very imponant t0 solve appr0xi— 

mate resolutions of critical loads of plates in engineering
． The method of weighted residuals is an available measuIle to 

solve proximal resolutions of differential equations and has extensive application in egineering
． In order to simplify calcu． 

1ation process and obtain profitble result
， by means of method of weighted residuals and CantoIDvich variational Drinci． 

pie，taking the second Tchebychev，s polynomials as trial functions
，
it was calculated，critical loads of rectangle thin 

plates in different supporting conditions
．  Calculation results indicate that this calculation method is simple and has some 

precision，it is applied conveniently in engineering
． 

Key words：buckle；critical load；method of weighted residuals；Tchebychev g polynomials；vadational Drin
ciple 
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