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摘 要：利用随机微分方程理论，对一类具有随机特征的风险投资组合问题进行深入研究．通过选 

择适当的效用函数，在假设最优投资组合方案存在的情况下，结合随机最优控制中的 Hamilton—Jacobi— 

Bellman方程，建立相应的拉格朗日函数，得到具有随机特征的风险投资组合问题最优投资策略的一个 

定量结果．并在定量研究的基础上进行定性分析，得到与风险投资理论相吻合的结论． 
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利用随机过程理论研究风险投资问题最初在文献[1] 

中提出，该文献[1]建立了风险投资模型：X = +ut+ 

orw ，t≥O，其中 表示在时刻 t=0时的资产价格，“表 

示漂移，or表示风险，1．0 是一个标准的一维布朗运动， 

表示资产在时刻 t的价格．文献[2]则考虑指数形 
2 

式的风险投资模型： =~eon~一 一 ”，t≥O，其它假设如 

文献[1]．利用随机微分方程理论，不难得到文献[1] 

和文献[2]中关于 相应的随机微分方程：dX = 

udt+ dt‘} 和 dX ：X udt+orX dwr文献[3]则以由文 

献[2]中得到关于 相应的随机微分方程为基础，利 

用随机分析中的伊藤公式和无风险投资理论，得到 

Black—Scholes偏微分方程，利用该方程，结合欧式看涨 

期权和看跌期权相应的边界条件，然后由求解偏微分 

方程的 Feynman—Kac公式得到著名的Black—Scholes公 

式，从而奠定了金融工程的理论基础．金融工程中，风 

险投资组合问题是一个热点问题，在一个风险投资组 

合问题中．如何确定最佳投资组合，以实现收益的最大 

化，则是投资组合问题的一个难点．笔者在文献[4]研 

究的基础上，讨论一类风险投资组合问题的资金流最 

佳分配，在假设资金流最佳分配方案存在的情况下，将 

每一种可能的投资看作一个随机过程，再利用随机控 

制理论中最优控制存在的必要条件，即 HJB(Hamilton— 

Jacobi—Bellman)方程，得到资金流最佳分配方案存在 

的一个定量结果，并在该定量结果下进行定性分析，得 

到与风险投资理论相一致的结论，从而也说明了该方 

法的实用性． 

1 风险投资组合模型 

1．1 二元风险投资模型 

在文献 [4]的基础上考虑如下风险投资组合问 

题：假设在一完备市场中，以 表示投资者在时刻拥 

有的资产，该时刻投资者有 2种风险投资方案可选 

择，一种风险投资的单位价格满足随机微分方程： 

dp1=alP1dt=or1P2dwl(￡)． (1) 

另一种风险投资的单位价格满足随机微分方程： 

dp2=a2p2dt+or2P2dw2(￡)， (2) 

其中 a1>a2>O，orl>or2>0且 1tJ1(￡)，11)2(￡)是相互独 

立的一维标准布朗运动． 

假设以 (O≤“≤1)用于满足方程(1)的风险投 

资，以(1一“) 用于满足方程(2)的风险投资，为说 

明问题起见，选择效用函数： 

(s， )=sup{ [1og( )]}， (3) 

此处 T：min(t1， 0)，丁0=inf{t>s； =0}，t1为将来 

的某一确定时刻，方程(1)(2)的系数满足随机微分方 

程的解的存在性条件．相应的问题是：如何确定 u使 

式(3)在确定的时刻 71取得最大值，即投资收益最大． 
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说明 1：由上述假设知当a1>a2>0有 1> 2> 

0，这表明在风险投资中，风险越大，则相应的期望收益 

也越大，这符合投资者的投资心理． 

说明2：下面讨论是在上述风险投资中最优存在 

的情况下进行的，这样假设的目的是为了利用 HJBE 

(I)(Hamilton—Jacobi—Bellman方程 (I))，因为 HJBE 

(I)的结论是在最优控制存在的条件下得到的． 

说明3：效用函数的选择一般只需满足单增凹即 

可，在式(3)中也可选择 (s， )=sup[E ( ’) ]， 

此时可得相同的定性结论，但得到的定量结果相对来 

说要复杂一些，并且定量结果随效用函数的变化而 

变化． 

1．2 多元风险投资模型 

假设在一完备市场中，同样以 表示投资者在时 

刻￡拥有的资产，该时刻投资者有 n种投资方案可选 

择，每一种投资的单位价格遵循如下的随机微分方程： 

dpi= n dt+ P dw
。(f)，(i=1，2，⋯，n)，(4) 

其中a >0， >0(i=1，2，⋯，n)，W。(t)(i=1，2，⋯， 

n)是相互独立的一维标准布朗运动，且式(4)相应的 

随机微分方 程都有解．现 以 ui置 (i=1，2，⋯，3) 
^ 

(2- =1)表示用于满足式(4)中的第 i(i=1，2，⋯， 

n)个方程的风险投资．选择类似式(3)的效用函数： 

(s， )=supE [1og( ’)]， 为某一确定时刻，相 

关问题是如何确定 u (i=1，2，⋯，n)使上述效用函数 

在确定时刻 取得最大值． 

同样，下面讨论都是在假设最优投资策略存在的 

情况下讨论，因为只有这样，才符合 HJBE(I)成立所 

必需的条件． 

2 主要结果 

定理 1 若 1．1中的风险投资组合问题的最优u’ 

存在，则 u’： ． 
l 十 2 

证明 由式(1)有： 

d(uX )=aluX dt+ 1uX,dw1(t)， (5) 

由式(2)有： 

d[(1一Ⅱ)置]=a：(1一u)x,dt+ (1一u)X,dw：(t)， 

(6) 

由式(5)、(6)即得 ： 

dX,=[(11ux +n2(1一u)X ]d￡+ 

luX dwl(t)+0-2(1一Ⅱ)置dw2(t)， (7) 

故式(7)的微分算子 为： 

(L∽( )= )+骞 )簧+ 
(1_咖  of+ 

：窖+ ；(1一 )： ：窖， (8) 蚍 + ：【l 蔫’ 
其中 =戗， =(1一 ) ，由于最优控制 ’存在，则 

相应的 Hamilton．Jacobi—Bellman方程变成： 

s up{(L1．45)(f， )}：0， (9) 
此处(t， )符合相应的假设条件 ．将 (t， )= 

logx=log(x1+ 2)代人(8)中有： 

( )= = Ot+ O
xl
+ 1一咖  + 

+ 
1 2

2(1一 )： ： 1 + 卜  

口 +n：(1一 )一 1 2 2
一  1 ；(1一 ) 

， 

则相关的问题变成寻找 使 ( )=al +a：(1一 )一 

1 2 2
一  

1 2 (1
一  ) 取得最大值 

由 ：0得： 一 ：一 + ：2(1一 )：0 
d ‘ 一 ‘ 一 

． n1一a2+ ； 
+ ； ‘ (1O) 

说明4：由 u’的表达式即知，u‘是关于 a 单增、 

a：单减的函数，且在 ：=0时，得出文献[4]相同的结 

论．因此不难得到定理 2． 

定理2 在风险投资中，投资分额是关于预期收 

益的单增函数． 

说明5：该结论也符合人们的投资行为，即只有在 

较大投资偏好的支配下，才有较大的投资行为发生．与 

定理 2不同的是，人们在投资中总希望减少自己投资 

所带来的风险，即风险厌恶投资行为，下面的定理也得 

到了这一定性结果． 

定理3 在风险投资中，投资分额是关于相应风 

险的单减函数，是关于其它风险的单增函数． 

证明由 ：一 薹 <0及 00"
1 0"1+0"2 J 

Ou‘ 2 2( + )一2 2(a1一a2+ ；) 

d 2 ( + ；) 

粤 ： 2-(1 )>0， ( + ：) 一 ；+ ：、 “ ’ 
故 Ⅱ’是关于 。的单减、 ：的单增函数，因而结论 

成立． 
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定理 4 lira M =0，lim H’=1． 

证明 由定理 1中得到 “’的表达式即知结论显 

然成立． 

说明6：定理 4是对定理 3结论的进一步加强，定 

理4表明，在二元风险投资中，若一种投资的风险变得 

相当大，则对应的投资行为几乎不能发生；反之，若另 
一 种投资的风险变得相当大，在其它因素不变情况下， 

则投资行为几乎都发生在风险不变的投资上．下面在 

定理 1的基础上，研究 1．2中多元投资问题，在假设最 

优投资策略存在的情况下，同样得到一个定量结果． 

定理5 若 1．2中 n≥3元风险投资组合的最优 

“’=(“ ，“ ，⋯，n)存在，则 

． ： i

[(a。一nt)川 “ ]+
，：}=} 。 · ‘=1

．‘ J一‘ ‘，‘ _ J．J ‘ 
“ i 一 — — — — — —  — — —  — — — — — — ～ ’ 

(6 
：  

) 

(i：1，2，⋯，rt)，其中b =1(m ：1，2，⋯，n)． 

证明 类似定理 1的证明，记X。=UiX (i=1，2， 

⋯

，n)，∑M =1，0≤ i≤l( =1，2，⋯，n)．由式(4)有： 

： ∑(“ X。)dt+∑( ；“；Xi)dw；(￡)．(11) 

再由文献[6]得式(11)的微分算子为： 

(L ㈤= 塾 ) + 

；扣 ， = ~aixi + 砉c O'iX~i， 褰 
(12) 

斗辱，=logx=log( l+ 2+⋯ + )， f=Iti ( ：1，2，⋯， 

n)代人式(12)有： 

(L ( )=∑ai“ 一÷∑ =[( “。) ]， 

(13) 

则相应的问题变成在限制条件∑“。：1下求函数 

( ( )：
。 

aitti 一 1蓦[( 。u。) ]的最大值·由 

“。=1及式(13)得相应的拉格朗日函数为： 

L(“ ，“ ，⋯，“ ；A)=∑(ai“；)一 

÷∑[(o- ) ]+A(1一∑Ui)， (14) 

据式(14)得：丝 =。 一 “ — 

A=o(i：1，2，⋯，n)，即 Ui： ( 1，2，⋯，n)．将 

：  ≠( ：l，2，⋯，n)代人主Ui：1中有： 
U i 。一 

圭 ：1，由此求得： 
‘ O"i ’ 

、 

(。 
i )一旦 

(6 
：  

) 

b =1(m=1，2，⋯，n)． (15) 

将式(15)中求得的A代人Ui： ≠(i：1，2， 
O-‘ 

⋯

．n)中再整理有 ： 

熹 ；[(n —n ) 巍 2]+ ： 。 
(6 

：  

) 

(i：1，2，⋯，n)， 

其中b ：1(m：1，2，⋯，n)，即结论成立． 

说明7 定理4表明，若多元最优投资策略存在， 

利用 HJBE和相应的拉格朗日函数，就能得到该最优 

投资策略的一个定量结果，这在最优投资理论中具有 
一 定的理论价值．在多元情况，即n>13时，与定理 4类 

似的结论为： 

定理4’ 当 rt>13时有： 

1)lim Ui*：0，(i：1，2，⋯，n)； 

2) ，．1i ． ．“ ’=1； 
r *(，’‘￡ =l，2．⋯．n) ‘ 

3) lim ui~： ， 
一 (6 

：  妊 ． ) 
(i=1，2，⋯ ，n)． 

证明 由定理 5的结果易证上述结论成立． 

3 应用举例 

例 1 若在一完备无套利市场中，2种金融资产的 

价格分别服从如下随机微分方程： 

dpl=0lpldt+ lP2dwl(t)与 

如2=a2P2dt+ 2P2dw2(t)， 

其中al=0．1，a2=0．05，orl：0．5， 2：0．4． l(t)， 

(t)是相互独立一维标准布朗运动，效用 函数为 

Jv( )：l0g ，则由定理l有Ⅱ’： 之 ： 
1 十 2 

0．1—0．05+0．4 
—  0·5· 
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4 结束语 

以随机微分方程理论为基础，结合随机最优控制 

理论中的HJBE(I)，讨论了一类具有随机特征的风险 

投资组合问题的资金最优分配，在假设最优分配方案 

存在的条件下，选择适当的效用函数，得到了相关的定 

量结果 ，并在定量结果下进行定性分析，得到与风险投 

资理论一致的结论．该结论都是在假设最优分配方案 

存在的条件下讨论的，而在何种情况下最优分配方案 

的存在是另一个值得研究的课题． 
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Abstract：W ith the theory of stochastic differential equation，the authors discuss a problem of a class of risk investment 

portfolio with stochastic character．With the selection of appropriate utility function and combines the Hamilton—Jacobi— 

Bellman equation，under the assumption that an optimal portfolio exists，and by using the Homologous Lagrangian func— 

tion，some quantitative results of this risk optimal investment portfolio are given．W ith these quantitative results，some 

qualitative results are got．These results concord with the results of the theory of risk investment． 
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