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动态球对称黑洞中 Dirac粒子的 Hawking辐射’ 
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摘 要：在动态球对称黑洞时空中求解狄拉克方程，采用了Tortoise坐标变换将狄拉克方程变成 

Tortoise坐标下的形式，在视界面附近化成了标准的波动方程，得到在视界面附近狄拉克粒子的Hawking 

辐射温度，成功地导 出了Hawking热谱公式．该谱由黑洞的度规分量 和 go 决定． 
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自从霍 金 (Hawking)指 出黑洞会 发射热辐射 以 

来，人们已经反复讨论了史瓦西黑洞、克尔 一纽曼黑 

洞、电磁直线加速动态黑洞等黑洞的热辐射．研究的方 

法有用辐射反作用研究动态黑洞的热辐射、用共形平 

直技术研究动态黑洞的热效应、用旋量方程研究动态 

黑洞狄拉克粒子的热辐射等等．文献[1]研究了动态 

球对称黑洞的 Klein--Gordon粒子霍金热辐射．文中用 

旋量方程研究动态球对称黑洞中狄拉克粒子的热辐 

射，首先构造一套零标架、用这套零标架计算旋系数、 

将弯曲时空的狄拉克方程退耦为普通导数表示的偏微 

分方程、作 Tortoise坐标变换、在视界面附近解狄拉克 

方程、得到所期望的霍金热辐射谱公式． 

1 动态球对称黑洞的线元及零标架的选取 

动态球对称时空的线元为 ： 

ds2：e砷(1一 )d口 一2e dr— 
r 

12(d +sin )， (1) 

其中m=m( ，r)， = ( ，r)，采用的号差为[+ 一 一 

一 ]，由度规(1)构造如下零标架的协变分量为 

= [ 0 0 o]， =[_ (1一 )l o o】， 

=  [o 0 1一isin0]， = 0 0 1 isin0]· 

由式 (2)和度规 口J得零标 架 的逆变 分量 ： 

= [o l o o 3， =[ 一 1(1一 )o o】’ 

= ⋯ · 】’ = ⋯  -
⋯

i]． 

(3) 

不难证明，式(2)、(3)满足零标架 的定义式 (见文献 

[3]) 

= = = = 0， 

= 一 = 1， 

= = = = 0， 

= + f 一 一瓦m ． (4) 

由式(2)、(3)，按 照 Newman和 Penrose 文献的(4． 

1a)式计算旋系数如下： 

p 一  ， 一  
1(r

— Zm)， = ctg ， p一 了， 一  (卜 ， ctg ， 

s = ， = 
1 (1

一  ) +27m 2 m，]， 

= 一  
， K= = =A =7r= =0． (5) 

式中 = Ov ， ， m ，= 
． 

2 狄拉克方程 

(2) 弯曲时空的狄拉克方程为 引： 
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(D+s—p)Ft+( +7r— ) 一 Gt=o， 

(△+ 一y) +( + 一下)Ft一 =0， 

(D+s’一．p’)G2一(6+ 一 ’)Gt一 =0， 

(△+ ’一p’)Gt一( + ’ )G2一 =0· 

(6) 

式中： D=006= ， △=a1i= ， 

6=00i= a ， =a1 = ． (7) 

是 Dirac粒子的静止质量．由式(3)、(7)可得： 

D = ，△ =一e一 一 1

Or 
(1一 ) O

r， d r 

6=一 [ 一 毒]， =一 1，[d0 + 毒]· 
(8) 

将式(5)、(8)代人式(6)，可得： 

√芝 一￡ = rG。， 一 + =一 rG2， 

G2+ 。= ， 一G。一￡ G2=一 r ． 

(9) 

式中 

D = + 1 — 1

Or ， ， r 

D
一

= e一 + 1(-一  ) + (-一 )+ 

1(1
一  

) 一 1
，

m ，
， 

￡ =品+志 0+丢ctg ， 

L-=品一面i 0+ 1 ctg ． (1o) 一面 + 吐 Ⅲ 
分离变量，设： 

F。( ，r，0)=R一( ，r)S．( ， )， 

(秽，r，0)=R+( ，r)S+( ， )， 

G。(秽，r，0)=R+( ，r)S一(0， )， 

G2( ，r，0)=R一( ，r)S+(0， )． 

则方程(9)变为： 

的，俭 同鄙分 ，由式 (12)／f、难碍剑 ： 

2 ( D—R+) (A+ +， 

2rD
— l_ -_D R一)=(A—i‰r)R一．(13) 、A+ r ， 

考虑到式(10)得： 

-一 ，等+2 +c + ，警+ 、 r I 劬 、r A一 r 
(1一 一 +吾(r-m)+ 

(1_ )] 0． (14O
r 

) 
^ 一 r 

式中： 

(1一 )[ 以+ ]． 一 + 

+ (，一m) ，+ (A：+ r2)}+ 

o_[ (1一予)+丢(1一 ) 一÷m ]e ． 一̂ r r r r r 
(15) 

其中 ： ，m ： ．类似可得 R一的方程． 
Or Or- 

3 作 Tortoise坐标变换 

作 Tortoise坐标变换 ，令 ： 

r·=r+ n(r一 ( ))， ·= (16) 

式中 是视界的位置有 ： 

0 2x(r一 )+1 a 0 a a 
Or 2x(r一 ) Or．’ Ov． 2x(r一 )Or．’ 一 =一 一 ．一 =⋯ 一 ． 

a r 2K(r—r )+1-1 2 a 1 a 
ar2— 2，c(r—r ) a 2，cf r—r ， Or．’ 

岳+ 
2 K( Or + 2K( 矗Or 7， r一 ) ．。 r一 ) ． ．一一 

(11) 代人式(14)并以 相乘整理后得 

√ R一=(A+0~r)R+，√ 一R+=(A—i【 r)R一， 

￡ S+= AS
一 ，
LS

一 =一AS+． (12) 

式中，A是分离变量引入的常数．进一步从式(12)中 

可以得到关于 +(秽，r)、 一( ，r)、S+(0， )、S一(0， 

)的退耦 Dirge方程，而我们所关心的是狄拉克方程 

[2x(r—r )+1](r一27孔) 一2丌 a R+． 
2xr(r一 ) a 。 

2 Or +c 磊 1+ ．a ． r(r一 )【2，c(r一 )+j 
(1一 e 一 (r 
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+ 
02K( 1 ． (18) r

一  )+ 一 一 ‘ 、 

4 视界位置及辐射谱 

在式(1)时空中，表征事件视的零曲面方程为： 

：0． (19) 0x"Ox ‘ 、 

考虑到时空具有球对称，视界作为特征曲面应该有： 

厂= ，r)，将式(1)代入上式得： 

一 2e- 一(1一旦 )( ) ：0． (20) 
ov or r or 

作为零超曲面有厂= ，r)=0，这样就确定了事件视 

界面的位置 ： 

=  ． (21) 

其中M=M(rlt， )．从式(21)容易看出，式(18)第一 

项系数的分子在一  时为零，即 

lim{[2K(r一 )+1](r一2m)e 一2,4Ⅳ}=0． 
-+ r 

分离变量，得到满足式(26)的径向入射波解和出射 

波解 ： 

尺?=e- ·，尺 =e- ‘e ’e ·． (27) 

在视界附近有 ： 

～ n(r一 )． (28) 
K 。 

出射波在视界外又可写成： 

R7=e- ‘e (r一 ) (r一 )一 ．(29) 

此波函数在视界 r= 处非解析，只能通过下半复平 

面把其解析延拓到视界内，即： 

r—rⅣ-+f r—rⅣf e =(rⅣ一r)e ． (30) 

于是，在视界内出射波为 

R7=e- ‘e (r一 ) e e (r一 )一 = 
e一 ·e ·e 一̂ ，·e e‘ 

．  (31) 

出射波在视界面上的散射几率为： 

～
． (32 

用 Damour，Rufl~ni 和 Sannan[61方法不难得到 

南 · (33) 

式中，T= ■为黑洞辐射温度； 为玻耳兹曼常数，K 
二 7’，c0 

由式(24)给出，K是辐射温度函数． 

(22) 5 结果讨论 
所以在卜 的极限情况下，该系数的极限值为 

． 【2K(r一 )+1 J(r一2m)e 一2H"s 
．，7 — — — ■  — 一  

± 二 丝2二 ：± 二 丝2 ：二 
2KrⅣe一 ‘ 

(23) 

希望式(18)在视界附近趋于标准的波动方程，这就要 

求 田=1．选择调节参数 K令其等于： 

K= ． K —  _二_ ‘ 

此时 的系数在 一  时的极限值为 

A = (1+ )e +31s 一 3 m e 
． (25) 

rH rH r H 

而 和 尺+的系数在 r--+r#时趋 于 7所 以在视界面 

附近式(18)化成： 

02R

++2 +A ：0． (26) a O
r．Ov． Or． 

式(33)就是动态球对称黑洞在视界面上狄拉克 

粒子的Hawking辐射的热谱公式，在此公式中包含的 

参数 T由黑洞的度规分量 e坤(1一 )和一e 决定． 

同理，对 尺一可以得到相同的结论． 

如果由度规(1)构造另外一套零标架的协变分量 

= 【÷e坤(1一 ) 0 0】， =[1 0 0 0]， 
=  0 0 1 isin0]， =去[0 0 1一isin0]· 

(34) 

采用与前面类似的计算过程，同相可在视界附近将狄 

拉克方程化为标准的波动方程 ，得到与式(24)完全相 

同的辐射温度函数 这说明在同一度规下可选取不 

同的零标架，但狄拉克粒子的 Hawking辐射谱是相 

同的． 

总之，求解动态球对称黑洞中狄拉克方程，在视界 

处得到了标准形式的出射波函数，得到决定事件视界 
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位置和狄拉克粒子的Hawking辐射谱．此结果与研究 

标量粒子的一致．可见，在动态球对称黑洞在视界面附 

近辐射的能谱具有黑体辐射的形式． 
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Hawking Radiation of Charged Dira Partices in Non-static and 

Spherically Symmetric Black Hole 

CAO Jiang—Iin ．YANG Bd 
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2．Teaching Affacis Office，Chongqing Three Gorgee University，Wanzhou Chongqing 404000，China) 

Abstract：Th e thesis studies the solution of Dirac equation in the non-static an d spherically symmetric black hole，it 

change into the form of tortoise coordinate by employing the tortoise coordinate tran sform ation．Th en this changes into 

standard wavw equation near the event horizons and gwts Hawking radiation temperature of Dime particles near the event 

horizons，which successfully obtains Hawking therm al spectrum form ula．Such therm al spectrum is determ ined by black 

holes metric tensor hefts go0 and g01． 
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