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三维弹性体边界元常单元的精确积分计算。 
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摘 要：边界元方法中的边界积分计算影响计算精度和计算速度．当采用常单元计算时，非奇异积 

分一般采用数值积分，奇异积分采用精确积分法．文章采用积分区域变换和高斯公式，将三维弹性问题 

的二维积分化为一维积分，使常单元奇异积分和非奇异积分都能采用精确积分的方法计算．实例计算结 

果表明，此算法能使边界积分的求解精度和计算速度都得到提高． 
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偏微分方程是工程计算中常遇到的方程，求解偏 

微分方程的主要方法有：有限元法、有限差分法和边界 

元法．近年来，边界元法由于精度高、速度快、处理复杂 

边界能力强等优点，在求解椭园线性偏微分方程中得 

到广泛应用．但是，边界元离散化后得到的线性方程组 
一 般是稠密的，即刚度矩阵的每一个元素都需经积分 

算出．对弹性体三维问题 ，需在每个边界单元内作二重 

积分． 

边界元的积分一般分为 2类：即当配置点在计算 

单元内的奇异积分，奇异积分采用精确积分和同行非 

奇异积分求和得到；非奇异积分普遍采用高斯型求积 

方法．当配置点十分接近当前积分元时，由于积分核接 

近奇异而导致高斯点与计算量同步地急剧增加，更加 

重了积分计算量．为了减少积分计算量，已有许多成 

果．主要的有多项式坐标变换法⋯，梯度求积法 J，边 

界轮廓法 】，参数化方法l4 J，也可以采用柯西奇异积 

分的积分方法 J，文献[6]中提出了一种新的半解析 

积分法，用于边界元法公式中的对数奇异和几乎奇异 

的计算，文献[7]中给出了仅以线弹性连续体的边界 

离散的节点或顶点的未知物理量为基础建立的间接边 

界元公式．其基本思想在于尽可能地减少高斯点，从而 

达到减少积分计算量的目的．关于奇异积分的计算还 

可见文献[8]． 

作者采用二重积分的坐标变换方法和张量与向量 

的关系式，给出了奇异单元的精确积分方法，用它可实 

现三角形常单元的二重积分精确计算． 

1 边界元计算中的积分 

应用弹性理论中 Betti功的互换定理和弹性问题 

的基本解，可将混合边界条件的线弹性问题的控制微 

分方程转化为如下的边界积分方程： 

Ca +JrP~wIdF JrW,~PIdF， (1) 
其中： 左， (Z，k=1，2，3)为基本解，厂是区域边界， 

配置点取在边界上，C 是与配置点几何形状相关的常 

数．弹性问题的基本解为： 

j： T i [(3—4v)占 +r．1r， ]= 

【(3 )等+ 】； 
(2) 

=丽 { (1 ) +3，．fr 一 

(1—2 )(r -- f)】= 
- 1 [(1一 )(r 喊 一rJ +r )+ 

J r ]= 

【c- ( 一 n，)+ 
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3 】，(f'后=1，2’3)． r 
(3) 

其中： 是克罗内克 (Kronecker)符号，它的定义是 

≥ 
r=~／(y1一 1) +(Y2一 2) +(Y3一 3) ，d是源点到 

单元平面的距离，见图 1． 

图 1 空间坐标变换 

将区域的边界剖分成 Ⅳ个边界三角形单元．采用 

常单元时，单元内只在形心有一个配置点，且在单元内 

都是常数．这样，边界上的全部节点数和全部单元数是 

相等的． 

设 W 在 P 是边界密度函数 与P在第 i个单元 

结点处的函数值，则式(1)离散化为以下的线性方 

程组 ： 

： ∑Goqi，i=1，2，⋯，N．(4) 
= 1 

．d厂，G = ’ = 1，2，⋯ ，̂ r． 

(5) 

是第 个边界单元． 

2 积分变换及精确积分公式 

一 直线上的三点组成，设这三点的坐标为：P ( ， ， 

x(x ， ， ，)在平面的垂直投影点 ( ， ：， )处．平 

{三三芝) [兰 ；131ry~-ii} {兰三兰)． 

其中：变换矩阵 的第一行是 X 方向在IH坐标系 

中的坐标，即向量( 一 ， 一 ， ；一 )的单位向 

量；变换矩阵的第三行是 Z 方向在113坐标系中的坐 

标，即向量( ；一 ：， 一 ， ；一 )又乘向量( 一 ：， 

；一 ， ；一 )的的单位向量；变换矩阵 的第二行 

是 Y’方向在IH坐标系中的坐标 ，即 Z方向叉乘 

方向． 

由式(6)得到式(5)中的下列项 

： uv／

u ~／r3 - ud／r~] 

、_一u 一u ， 

(7) 

：  『- u2／r户5 u v／r~-一u d／ r~]， 、_
一 u 一 B 

(8) 

一  ：  k⋯一 r3 r] 一 I 儿2 一 L
一  r3J 

v／r3 一d／r )T． (9) 

在新坐标系下，原来的空间积分变为了二维平面 

积分，原来的积分变量 r用积分变量 u、 和 d代替，它 

们的关系是 r2=u + + =p +d ，d是配置点到单 

元平面的距离． 

先考虑一种特殊情况的积分，即当配置点在新坐 

标系 y 平面的投影点 P。就是 P3时，以 为坐标原 

点作平面坐标变换，如图2， 方向与 P 尸2方向相同， 

”方向是 P P 边界方向的外法向．在新坐标系下， 

图 2 平面坐标变换 

式(5)的两项积分变为： 

R1 = ds， R3 = ds， 

UR1= U---dS
， UR3= 号 ， 

VR3=L as，V2R3= 2 as， 

R5 = d5， 

U2R3=＼ 2 

UVR3 = UVds
， 

～H 

∑ 

+ 

C ： 中 
其 
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5点  

稻=L 2 ，UVR5=uvdS，V2R5= 2 as， 
潲  as， · = V---dS

， VR5= 号 ． 
以上积分可以直接采用精确积分： 1 l U 

1 = U---d = Or
Ou = r． ， 。 r

．

。 ～ ’ 

UR3 = 一 0 1
一

)dⅡd = rJr,Ou r d ， 一 一 J ～ ’ 

U2R3 = 2
dH = 

r 

du 一 

( )du = 
r dⅡd 一点 ÷ ， 

：
UVdH面 ：

一  

(手)dⅡ = 

淌 d础=一号L云( ) 面=一 

其中口=(Ⅱ⋯ 一I／,i) + v⋯ 一Vi) ， 

b=2[u‘u。+l—Hi)+ ( +l—Vi)]， 

c=11, + +d ． 

同理可推得 VR1、VR3、 、VR5的表达式
． 

以上公式的计算实际上是如下的积分计算 引： 

赢  ( + + ) 
J[’府丽 ={ ~／at2+bt+c‘+ 

n + + )} 

J[’ t={÷ 一 

厶 d础=一号 告( )姚= 

一  

号 ， 
，． 

巍 ． 

3b．．4ac 

8n 
ln + + )} 

0 

VR5=÷耋 一 ．c1 山 ‘ 
(13) 

其中 arctan-- ， =arctan詈． C 
c， ，s2的含义见图2． 

(15) 

●，  ● ，  

f f 一 §- 

一～～ 。 郴 ， ㈦， ， ㈨ 啪 啪 ～ ～ 一 ， ， ■ _) 积 得 倪 一 獬 一 一 ～ 

3  

- ／ 

“ 

= 
r  

、，  

一 

+ 

， 

，

∑ 
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d为零时，由式(7)、(8)、(9)知 昭 及与 相关 

的积分不必计算．R1的积分公式退化为 

=  ， 

(16) 

其余的计算公式可作相应的退化计算．UR3，VR3的计 

算可以直接用 项的非奇异积分得到．将常数函数代 

入(4)中得到 

∑H0．=0， =1，2，⋯，Ⅳ； (17) 
J=1 

，v 

= ∑ ， =1，2，⋯，N． (18) 

3 算 例 

算例采用的半径为 1 In的球体，弹性模量为3× 

10 N／m ，泊松比是 0．2，在其表面作用 750 kN／m 的 

静水压力，球面剖分为等边三角形边界单元．分别采用 

三角形高斯 7点数值积分和文中算法计算域内点的位 

移值．具体参数与结果分别见表 1、表 2． 

表 1 球体 内点的坐标 

内点 X l， Z 内点 l， z 

Pl 0．2 0．0 0．0 0．5 0．0 0．0 

P2 0．0 0．6 0．0 P5 0．3 0．4 0．0 

P| 0．0 0．0 0．7 P6 0．3 0．5 0．8 

表2 球体内点的位移计算结果 

续表 2 

高斯积分只能用于非奇异积分计算．剖分加密时， 

单元之间的距离减小 ，奇异性增加，数值积分解计算精 

度减小．该算法的计算精度高于高斯积分的计算精度． 

本算法解随着剖分加密精度提高． 

图 1中的坐标变换的坐标方向只与单元有关 ，坐 

标变换的原点与计算源点有关．为加速计算，可以先计 

算出每个单元坐标变换的坐标方向． 
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Exact Integration of Constant Element of Elastomer 

in Boundary Element M ethod 

YUAN Zheng-qian~。YUAN Fe ，ZHU Jia—li 
(1．College of Civil Engineering； 

2．College of Mathematical and Physical Science，Chongqing University，Chongqing 400030，China) 

Abstract：The boundary integral in Boundary Element Method affects the precision an d the speed of the method ．If the 

boundary integral with constant element，the nonsingular integrals are popularly calculated by the Gauss numerical inte一 

al，and the singular integrals are po pularly calculated by the analytical integra1．This paper presents an alternative way 

with Gauss formula to tran sform  the double integral in elastic pmblem on 3-d into the linear integrals on the bo undary of 

each subdomains，SO that all the singular integrals an d nonsingu lar integrals are calculated by analytical method ．Th e ex· 

ample indicates that this method makes the precision an d the speed of BEM impmve． 

Key words：bo undary element method ；constan t element；exact integral 
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Application of DFT In the 2一D DoA Evaluation of M USIC 

ZENG Hao，TAN Xiao—heng，YANG Shi-zhong，L|U Ling 

(College of Communication Engineering Chongqing University，Chongqing 400030，China) 

Abstract：In many special filtering system，the direction of arrival(DOA)should be evaluated for the received signa1． 

MUSIC algorithms is a classic one an d is applied widely，but its computing load is very large because there exist man y 

transform s of matrix．As the number of uniform  circle is，the data are cyclic in the searching of peak in MUSIC algorithm 

for 2-D evaluation of DOA．Th e authors discuss how to use DFq"to reduce the computation load．At the$anle time，the 

simulation of performance shows that the propo sed algorithm improves the efficiency by fifty percent，that is impo rtant for 

the project reality． 

Key words ：2一D evaluation of DOA；MUSIC；DFq"；computation load 
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