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摘 要：在P一凸度量空间内，对关于P的广义拟压缩映射定义了Ishikawa迭代序列，证明了Ish— 

ikawa迭代序列收敛于广义拟压缩映射的唯一不动点．这个结果推广和统一了Liu Qin—hou，Xu Hong— 

kun，Ding Xie—ping。H．E．Rhoades，田有先，Tian you一】d锄 and Chang shi—sheng等人的相应结果． 
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1 引言及预备知识 

1974年，Ciric⋯推广了Banach压缩原理，在完备 

度量空问证明了如下的不动点定理： 

定理(见[1]) 设(E，d)是一完备的度量空间， 

：E—E是一拟压缩映象，即存在常数 q∈[0，1)使得 

( ，Ty)≤qmax{J(x，)，)， ( ， )， 

( ，Ty)， (Y， )， (Y，Ty)} 

对一切 ，Y∈E，则 在 E中有不动点，而且对任给的 

。∈E，Picard迭代序列 { 。}收敛于该不动点 ’． 

1976年和 1983年。Rhoades 和 NaimpaHy— 

Singh 提出了下面的公开问题： 

公开问题(Rhoades—Naimpally—Singh)：Ishikawa 

迭代序列 能否推广到度量空 间中的非线性拟压缩 

映象? 

这一问题在 Hilben、Banach空间和凸度量空间的 

框架下实际上已被肯定地解决【4 ．̈ 

1996年，Kada等l】 在度量空间介绍了 一距离 

的概念： 

定义1(见[12]) 函数P：E×E一[0，∞)称为 
一 距离。如果 

1)p(x， )≤p( ，)，)+p(Y， )，V ，Y， EE； 

2)V ∈E，P( ，·)， [0，∞)是下半连续； 

3)Vs>0，j >0，P( ， )≤ 和P( ，)，)≤ ，就 

推出 ( ，Y)≤s． 

由定义 1知，度量d是 一距离，但其逆是不成立 

的．因为对于度量 d，定义 1中的 1)和 2)显然是成立 

的．对3)，Vs>0，取 =6／2，则若 d( ， )≤ ，d( ，Y) 

≤6，就有d( ，Y)≤d(z， )+d(z，Y)≤6+6= ，故度 

量 d是 一距离． 

Kada等人给出 一距离概念后，还证明了如下不 

动点定理： 

定理1(见[2]) 设E是一个完备度量空间，P是 
一 个 一距离， ：E—E是一个映射，若存在y∈[0，1) 

使得对每个 ∈E，有 

p(Tx， )≤TP( ， )和 

inf{p( ，)，)+p( ， )： ∈E} >0 ()，≠ Ty)， 

则 有唯一的不动点．此外若 =Tv，则 p(13， )=0． 

笔者 目的是利用 距离，推广凸度量空间到 P一 

凸度量空间，对关于 P的广义拟压缩映射定义了Ish． 

ikawa迭代程序，并证明了广义拟压缩在 P一凸度量空 

间内有唯一不动点．这个结果推广和统一了文献[4— 

11]的相应结果． 

定义 2 设(E，d)是一度量空间，P是 E上的 l‘，一 

距离，，=[0，1]，映射 ：E×E×，一E被称为 上的 

P一凸结构，如果对每个( 。Y，A)∈E×E×，和 H∈ 

E，有 

r1。p(H，w(x，Y，A)≤Ap(H， )+(1一A)p(H，)，) 

t2。P(w(x，Y，A)， )≤Ap( ， )+(1一A)P(Y，H)， 

(1) 

具有P一凸结构 的度量空间，称为 P一凸度量空间． 

记为(E，d，P， )． 

设 E是 P一凸度量空间( 为其 P一凸结构)，设 

是E之一子集，称 为 P一凸的，如果存在映射 

W：K×K× 是 上的P一凸结构． 

因为度量 d是 一距离，如果令P=d，则凸度量 

空间是 P一凸度量空问，其 一距离为 

定义 3 设 E是 P一凸度量空间，{ }是 E中的 
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序列，则{ }称为收敛的，如果存在一点 ∈E，使得 

V占>0，存在一正整数 tl,0，当 tl,≥tl,o时，有P( ， )< 

占．记为 _+ (n_+∞)或limx ： ． 

{ }称为 中的Cauchy列，如果 V占>0，存在正 

整数 tl,0，当tl,，rn1>tl,o时，有p(X ， )< 

(E，d，P， )称为是完备的P一凸度量空间，如果： 

是 P一凸度量空间 ②E中每一 Cauchy列是收 

敛的． 

定义 4 设(E，d，P， )是一P一凸度量空间，T：E 

—E称为关于P的拟压缩映象，如果存在常数q∈[0， 

1)，使得对 V ，)，∈E，有 

p( ，zy)≤qmax{P( ， )，p(X，)，)， 

P( ，rx)，p()，，zy)，P( ，zy)， 

P(Y，rx)，P()，，)，)，p(y， )，P(Tx， )， 

P( ，)，)，P( ， )，P(Tx，)，)}． (2) 

如果P=d，显然 就是通常的拟压缩映射． 

定义5 一函数 ：[0，∞)一[O，∞称为满足条件 

( )，如果它是不减的，右连续的， (￡)<t，Vt>0，且 

(O)=0． 

易于证明下面的 

命题 1 如果函数 ：[0，∞)一[0，∞)满足条件 

( )且 t≤ (￡)，t∈[0，∞)，则 t=0． 

定义6 设(E，d，P，IV)是一P一凸度量空间， ：E— 

E称为关于P的广义拟压缩映象，如果存在满足条件 

( )的函数 ：[0，∞)一[0，∞)，使得对 V ，yEE，有 

P(Tx，z )≤ (mB,x{p( ， )，P( ，)，)， 

P( ，rx)，P()，， )，P( ， )， 

P()，，rx)，P()，，)，)，P()，， )，P(Tx， )， 

P( ，)，)，P( ， )，P(Tx，)，)})． (3) 

当 (￡)=Kt，K∈[0，1)则(3)等价于(2)，若再 

有P=d，则 就是通常的拟压缩映射． 

2 主要结果 

定理2 设(E，d，p， )是完备的P一凸度量空间， 

：E_+E是关于P的广义拟压缩映射．序列{ }是按 

如下方式定义的Ishikawa迭代程序： 

『 o∈E， 州 = ( ， ，a ) ， 

ty
．

= Iv(Tx ， ， ) =0，I，2，⋯ ， 

其中{a }，{ }满足0≤a ， ≤1，并且 a 发散，则 

{ }收敛于 在 中的唯一不动点． 

证明：令 Ⅳ为一切非负整数的集合，对每一 tl,∈ 

Ⅳ，记 

Do
． = Un{ ，yj-， ， }． 

(Do， )=sup{P(／1,，t，)，P(t，，Ⅱ)，Ⅱ，t，∈Do
． 
}表示 

． 
的 

直径，由式(3)容易证明对任何 tl,∈N 

。
m B,x {p(Txi~, )，p( ， )，p( i， )，p( ，Txt)， 

P( ， )，P( ，Tx )}≤ ( ( ． ))． (5) 

现在证明对每一 tl,∈N， 

(Do． )=max{p(Xo， 『)’P( ， o)， 
p(Xo， )，P( ，，X0)：O≤ ≤n}． (6) 

为此分以下7步完成证明．为方便不妨设 ( ． )≠O． 

(i)若 (Do． )={P( i， ，)：0≤i， ≤tl,}或者 

(D。． )={P( ，， i)：O≤ J≤n)}，在此情况，对于满 

足0≤Ji}< ，0≤Z≤-『的Ji}，Z有 

8(oo． )=p( I+l，Tx1)或艿(Do， )=p(Txl， I+1)， 

则由(1)，(4)和(5)，有 

『6(Do． )=P( ( I， I， )， 1) (A) 

【6( 
． 
)=P(Tx ， ( 。， ，a。)) (B) 

对(A)有 

(Do． )≤rvl,p(zyI，Tx1)+(1一aI)P( I，Tx1)≤ 

aI (6(Do． ))+(1一aI)P( I，Tx1)， 

因 满足条件( )，即当 (Oo． )>O，有 ( (Do
． 
))< 

(D。． )，(见定义5)，所以 

占( ． )≤aI (Do． )+(1一aI)p( I，Tx』)， 

注意到 (D。
． 
)≠O，由此推得或者此情形不可能，或者 

a =0，若为后者则 Do． )=P( 。，Tx )，由归纳法得 

( ． )=p( ，Tx )，故(6)式成立．对于(B)有 

(Do
．  
)≤oo,p(Txl，zyI)+(1一aI)P(Txl， ‘)≤ 

aI (6(Do． ))+(1一aI)p(Txl， I)， 

同(A)的讨论，得到 (D。
．  
)=p( ， )，由归纳法得 

到 (D。
． 
)=p(Tx ， 。)，故(6)仍成立． 

(ii)若 ( ． )={P( ， )：0≤i,j≤17,}或者 

(D。． )={P( ， )：0≤i，J≤tl,}，用类似(i)的方法 

可证得8(o。， )=p( 。， )或 8(o。． )=p( ，X,0)，其 

中0≤Z 因此式(6)成立． 

(iii)若 6(Do． )={P()，i， ，)：O≤ ，_『≤n}或者 

(Do． )={P( ，)， )：O≤i ≤tl,}，此时对满足0≤．i}≤ 

j,o≤Z 的．i}，l有 (Do
， 
)=p(儿，Tx1)或者 (Do

． 
)= 

P(Tx ，)，。)．由(1)、(4)和(5)及条件( )就有 
Do

． 
)=P( (TxI， ， )， )≤ 

P(TxI，Tx1)+(1一 )p(xI，Tx1)≤ 

I (6(Do． 
))+(1一 I)p( I，Tx1)≤ 

I (Oo． )+(1一 ‘)p(xI，Tx1)， 

由此推得 (D。
． )=p( ，Tx )，由(i)知式(6)成立． 

或者有 

Do
．  
)=P(Txl， (TxI， I， )， 

类似可证 (Do
． )=P(Txl， )， 

由(i)知(6)式仍成立． 

(iv)若 6( ． )={P( ， )：0≤ ，_『≤tl,}或者 

(Do． )={P( ， i)：0≤i，-『≤n)}，此时对满足0≤．i}≤ 

Z<J．的Ji}、Z，必存在8(oo
． 
)=p( ， +1)>p( I， )，或 

(Do． )=p( + ， 。)>p( ， 。)，由(1)和(4)，有 

(Do
． )=P( I， f+1)=p(xI， (z l， l，a1))≤ 

Qlp(XI，zy1)+(1一a1)p(XI， 1)≤ (Do． )， 

或者 

(Do． )=p(xt+I， ‘)=p(w(ry,， f，口；)， ‘)≤ 
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ottp(z ， ̂)+(1一a』)p( 』， I)≤ (Do． )， 

由此推得 (Do． )=p( ，Ty』)或者 (Do， )=P( ， 

。)，由(ii)知式(6)成立． 

(v)若 ( ． )={P(Y ，xj)：0≤ ，J≤n}或者 

(Do。 )={p( ，Y‘)：O≤ √≤，l}．此时必存在满足 O≤ 

，z≤，l的 k，z，使得 (Do。 )=P(YI， )或 ( 。 )= 

P( ，Y。)，由(1)和(4)有 

(D0． )=P(W(TxI， I， )， 』)≤ 

卢 (TxI， ，)+(I一 )p( I， 』)≤ (D0
． 
)， 

或者有 

(D0． )=P( ， (TxI， I， ))≤ 

( 』，TxI)+(1一 )p( 』， I)≤ (Do
．  
)， 

由此推得 ( 。 )=P(Tx。， 』)，或 ( 
． 
)=P( ， 

I)，或 (Do， )=p( ， )，或者 (D0
． )=p( ， )， 

由(i)、(iv)知(6)仍成立． 

(Vi)若 (D0， )={P(Y ， )：0≤￡，J≤／1,}或 

(Do。．)={P( ，Y )：O≤i,j≤n}存在 k，z E N，0≤k≤ 

z<．『，使得 (Do， )=P(Yk，Yt+1)>p()，I，Yt)或 (Do
． )= 

v(y⋯ ，yI)>p()，』，YI)．于是有 

(D0。 )=P(Yk，W(Tx』， ， ))≤ 

卢_【p()，I，Tx』)+(1一 』)p()，I， ，)， 

或者有 

6(Do． )=P(W(Tx』， ， )，YI)≤ 

(Tx』，YI)+(1一 )p( 』，Yk)， 

由此推得 6(Do
。 
)=p( 。， )，或 6(D。． )=p( 』，Y。)， 

或 (Do． )=p( ，Tx』)，或者 (D0
． 
)=p(Tx』，YI)．由 

(iii)、(iv)知(6)成立． 

(vii)若 ( 
。 
)={P(Y ， )：0≤i,j≤，l}或 

8(D0． )={p( ，Y )：O≤i， ≤，1)}，此时对满足 0≤ 

k<．，，0≤Z≤．『的 k、Z，有 ( 
． ． )=P(YI， )或 

8(Do． )=p(Ty』，Yk)，由(1)、(4)、(5)和条件( )，有 

(Do， )=P(W(TxI， ， )， 』)≤ 

卢 (TxI，Vy』)+(1一 I)p( I， 』)≤ 

( (Do． ))+(1一 I)p( I，Ty』)≤ 

I6(D0。 )+(1一卢I)p( 』， I)， 

此情形或者不可能，或者 =o，推得 (D。
． )=p( ， 

)，由(ii)知(6)成立． 

或者有 

6(D0， )=p(VyJ， (TxI， I， I))≤ 

卢|P(Ty』，TxI)+(1一 I)p(Ty』， I)≤ 

(6(Do。 ))+(1一卢I)p(Vyl， I)≤ 

I (Do。 )+(I一 )p( 』， I)， 

同样可得 ( 
．  )=p( ， )，由(ii)知(6)成立． 

由(i)——(vii)的讨论知(5)正确． 

由(5)、(6)可知，对任何n EN，有 

8(Do， )≤max{p( o， )，V(x。， )， 

p( ， o)，p(zIyj， 0)：O≤ ≤ }． 
若 

max{p(xo， )，V(xo， )，p( ， 。)， 

P( ， 0)：o≤．『≤，l}=V(x0， )， 

则 

(Do，，1)≤V(x0，Txo)+P(Tx0， )≤ 

V(x0，Txo)+ ( (Do，，1))≤(1一 ) (v(x0，Tx0))． 

若 

则 

max{p(xo， )，V(x。， )，p( ， 。)， 

p( ， 0)：O≤．『≤nl=V(x0， )， 

(Do，，1)≤V(x0，Tyo)+P( ， )≤ 

V(x0， )+ ( (Do，／1,))≤ (1一 ) (V(x0，Tx0))． 

若 

max{V(xo， )，V(xo， )，P( ， 。)， 

P( ， o)：O≤J≤／1,}=P( ， 。)， 

则 

(Do，，1)≤P( ，Tx0)+P(Tx0， 0)≤ 

( (Do，／1,))+P(Tx0， 0)≤ (1一 )一 (P(Txo， 0))． 

若 

max{p( o， )，V(xo， )，p( ， 。)， 

p( ， 0)：O≤．『≤，l}=p( ，Xo)， 

则 

(Do，，1)≤P(z ， )+P(z ， 0)≤ 

( (Do，／1,))+P(Tyo， 0)≤(1一 ) (P(Tyo， 0))． 

从而 

(Do。 )≤ (1一 ) (V(x0，Tx0))， 

或 (Do
。 
)≤(1一 ) (V(x。， ))， 

或 (Do， )≤(1一 )一 (P(Tx0， 0))， 

或 (Do， )≤(1一 ) (P( ， ))． (7) 

无论那种情况均表明序列{ (D。
．  
)}是有界的． 

现对任何n，mEN(0<n<m)，iED =
j 
( ， ， 

， )，由(1)、(5)和(6)，有 

m ax{v(Tx‘， )，v(rx~，Tx )，p(Tx ， )， 

p( ， )，p(Vy ， )，p( ，Ty )}≤ (6(D ))． 

(8) 

6(D )=
⋯

m a x
。

{p(x ， )，P( ， )， 
^‘，‘ m ’ 

P( ， )，P( ， )} (9) 

由(1)、(4)、(8)、(9)有 

8(D )： {P(W( ， ，a )， ，)， 
■‘ ，‘ m 一 ’ 一 J 

P( ， 一-))'p( 小 cr̂一。)， )， 

P( ，W( ， ，％一1))}≤ 

m a x { 一1p(VyI_l， )+(1一cr̂一1)p( ．1， )]， 

[cr̂一IP( ，Ty )+(1一cr-一1P( ， 一1)]， 

一 -P( )+(1一cr̂一。)V(x ， )]}， 

[a 一IP( ，Ty．一1)+(1一a 一1)P( ， 一1)]}≤ 

a 一1 ( (D．一1， ))+(1一a 一1) (D．一1
． )= 

(1一a 一-(1一 ))( (D．一。
． ))． 

由归纳法，并引用(7)可以证明 

(D．， )≤ (1一 (1一 ))( ( )≤ 
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Ⅱ(1一a，(1一 ))( (D0。 ))≤ 
， O 

^一l 

I]【(1一a，(1一 ))(to)， 

其中to=(1一 ) (P( o，Txo))或 to=(1一 ) (P 

(Txo， o))或 to=(1一 )一 (P( o， ))或 to=(1一 

) (P(ryo， 。))． 

因函数 ：[0，∞)一[0，∞)满足条件( )，故对 

任一 t>0， (t)<t，即(1一 )(t)>0，Vt>0，又因 

．
∑a =∞，故有 Ⅱ(1一a，(1一 ))(t。)=0．于是有 
，=0 =l ’ 

lim (D⋯)=0． 

上式表明{ ．}是 中的 Cauchy列，又 是完备的，就 

有Xn．---~∈E 并且limp(x ，Tx )=O和limp(Tx ， )= 

0．现证 Tx --+z(，l一∞)．事实上，若limp( ，Tx )=0， 

因P是 上的 距离，由 距离的定义，存在 >0和 

[0，∞)中收敛于0的序列{a }，{ }，对 n。∈N，当 

，l≥，lo时，使得 ol ≤ 和JB ≤ ，则当 n≥no时，P( ， 

)≤a ≤ ．P( ，z)≤卢 ≤ ．因此 P(Tx ，z)≤ 于 

是 Tx ．--~z(，l一∞)．同理可证limp(Tx ， )=0，也有 

Tx --+z(，l一∞)．于是由(3)，有 

P(Tx ，Tz)≤ (max{p(x ，z)，p(z， )，p(x ，Tx )， 

P(Tx ， ．)，p(z，Tz)，P(Tz，z)，p(x ，Tz)，P(Tz， )， 

p(z，Tx )，P(Tx．，z)，P( ， )，p(z，z)})． 

当凡一∞时，上不等式变为 

p(z，Tz)≤ (max{p(z，z)，P(z，Tz)，P(Tz，z)}) 

(木) 

由文献[12]知z=Tz时，p(z，z)=O，结合不等式( )， 

必有 z=Tz成立，即z为 在 中的不动点． 

现证不动点 z是惟一的．若另有 it=Tu，则 由 

(3)有 

P(it，z) 

及 

p(z，it) 

=P(Tu，Tz)≤ (max{P(“，z)，p(z，“)})， 

=P(Tz，Tu)≤ (max{P(“，z)，p(z，“)})， 

于是 P(it,z)=p(z，it)，因此 it=z，证毕． 

定理2推广和统一了文献[4—11]的相应结果． 
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On the Iteration of Fixed Points for Generalized 

Quasi—contractive Mapping in P—convex Metric Spaces 
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。 
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Abstract：The purpose of this paper is to define an Ishikawa iteratiVe scheme for generalized quasi—contractive mappings 

in p-convex metric spaces and to prove that this iterative scheme converges to the uniqu e fLxed point of generalized quasi
—  

contractive mappings in p—convex metric space·Th e resul~ presented in the paper generalize an d unify the corresponding 

results in given by lJu Qin·hou，Xu Hong—kun，Ding Xie．ping，H．E．Rhoades。et a1． 
Key words：p-convex metric space；qu asi·con~active mappings；Ishikawa iterative scheme；fLxed point 
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