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摘 要：在不确定线性系统保性能控制研究的基础上，对成本控制矩阵不确定随机二次控制问题进 

行 了研究，给出了一类线性随机系统及相应系数不确定线性随机系统保性能控制的定义，并利用伊藤公 

式和 LMI(线性矩阵不等式)方法，在其满足均方稳定的条件下，得到了相应线性随机系统的保性能控 

制律的存在条件，即若线性随机系统均方稳定，则其相应的保性能控制律存在．最后将最优保成本控制 

律的设计转化为一个凸优化问题，即求解一个线性矩阵不等式问题． 
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由于受控制成本和精确度的影响，精确的系统动 

态模型的建立往往是难以达到的，故不确定系统的研 

究越来越引起人们的注意，并得到深人研究．不确定系 

统的保性能控制最初是在文献[1]中提出的，其主要 

目的是设计一个控制器不仅满足系统具有鲁棒稳定 

性，且性能指标值有一个确定的上界．由于保成本控制 

在工程中有许多实际意义，因此得到广泛的关注，文献 

[4—7]中已得到很多重要结果．文献 [2]利用文献 

[3]的研究方法，讨论了不确定奇异时滞系统的保性 

能控制，得到相应保性能控制器的存在条件和设计方 

法．然而关于随机系统的保性能控制，甚至线性随机系 

统都很少提及．为此，在文献[1—12]研究的基础上， 

对线性随机系统的保性能控制进行初步讨论，先给出 

了线性随机系统保性能控制的定义，再利用随机分析 

理论和现代控制方法去探讨线性随机系统的保性能控 

制器存在条件和设计方法． 

1 问题描述 

考虑由以下状态方程描述的一类线性随机系统： 

fdx(t)=[Ax(t)+Bu(t)]dt+[Cx(t)+Du(t)]dw(t) 

【 (O)=Xo∈ ’ 

(1) 

其中A， ，C，D是具有适当维数的确定矩阵 W(t)．是 

具有适当维数的标准布朗运动，对系统(1)，定义一个 

性能指标： 

J=E【[ (s) 9．x(s)+U (s)Ru(s)]ds，(2) 

其中Q和 R是给定的正定对称矩阵．值得注意的是， 

文献[7]指出，与确定性线性二次控制问题不同的是， 

在确定性问题中，一般假设成本控制矩阵 Q和R是正 

定的，若是负定的，则有控制量(范数)“越大越好”这 
一 显著结论，而在上述随机控制问题中，这一结论将不 

再成立，从而导致了成本控制矩阵不确定问题的研究． 

关于该问题的研究，文献[7，1O一12]中已有一些研究 

成果，但对该类系统的保性能控制方面的研究还很少 

提及，为此先给出如下两个定义． 

定义 1 系统(1)称为均方能稳的，如果存在一个 

反馈控制 U(f)=kx(￡)，使得limEx(t)x (￡)=0． 

定义2 对系统(1)和性能指标(2)，若存在一个 

控制律U’(t)和一个正数 ．，’，使得系统(1)均方稳定， 

且性能指标值满足：．，≤．，‘，则 ．，‘称为系统(1)的一个 

性能上界，ll’(￡)称为系统(1)的一个保性能控制律． 

从已有的研究结果易知随机线性二次控制问题最 

终可转化为如下 SARE(3)的求解问题． 

Arp+ +C PC+Q一(PB+C PD)(R+ 

D PD)I1(B P+D PC)=0，R+D PD >0．(3) 

2 主要结果 

定理 1 若 P是系统(1)相应的 SARE(随机代数 

里卡提方程)(3)的一个反馈镇定正解．则 U(t)= 
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kx(t)=一(R+D PD) (B P+D PC) (t)是系统 

(1)的一个保性能控制律，相应 的一个系统上界是 

J‘=xrpxo． 

证明：由文献[1O]和[11]知，当 SARE(3)反馈镇 

定正解存在时，系统(1)均方稳定．对X (t)Px(t)运用 

伊藤公式_1 ，两边积分后取数学期望有： 

E[x (￡)Px(￡)一 0]：E【 (s)(A P+PA+ 

C PC)x(s)ds+E』[2口 (B P+D PC)x+口 D PDu]ds， 
． ，u 

(4) 

利用配方法有： 

E【[IT s)Ox s)+UT(s)Ru(s)]ds= 

一 EI (s)[(A+BK) P+P(A+Bk)+ 

(C+Dk) P(C+Dk)] (s)ds： 
xrpx0一E[x (t)Px(t)]+ 

E【[U—kx] (尺+D PD)[U—kx] ， (5) 

其中k=一(R+D PD) (B P+D PC)．再将 U(s)= 

gx(s)代人(5)式有： 

E【[IT s)Qx s)+ (s)Ru(s)] = 
x r

oPx0一limE[x (t)Px(t)]． 

又系统(1)均方稳定，P正定，从而limE[x (f)Px(t)]= 

0，即E【[IT s) s)+UT(s)Ru(s)] =xrpx0． 

据(4)，取U(t)=kx(t)：一(R+D PD)一 (B P+ 

D PC)x( )，再由P正定显然有： 

E【[IT s) s)+UT(s)Ru(s)]ds≤ 0T 0． 

根据定义 2，U(t)=kx(t)=一(R+D PD) (B P+ 

D PC)x(￡)是系统(1)的一个保性能控制律，且 J = 
xrpx

。 是相应性能指标的一个上界． 

注 1：定理 1表明，对于已知的随机系统(1)和给 

定的性能指标(2)，系统(1)的保性能控制律存在的一 

个充分条件为系统(1)均方稳定，基于此，很容易将定 

理 1的结论推广到系统(1)的系数不确定的情形． 

定理2 对于已知系统： 

dx(t)=[(A+△ ) (t)+(B+AB)U(t)]d￡+ 

[Cx(t)+Du(t)]dw(t)，x(O)= ， (6) 

其中A， ，c，D，E，E。，E 是具有适 当维数的矩阵， 

W(t)是具有适当维数的标准布朗运动，(AA，AB)= 

EF(E。，E )，且 F F≤J，若存在正定对称矩阵 P和控 

制增益 及某一个实数 s>0，满足： 

(A+BK) P+P(A+BK)+8一 PE(PE) + 

s(E + (巨 + )+(C+DK)rp(c+ <0， 

(7) 

则是系统(6)的一个保性能控制律． 

证明：由文献[15]，当式(7)成立时，系统 (6)均 

方稳定．再由定理 1，当系统(6)均方稳定时，其保性能 

控制律必存在，且 U= (t)是系统(6)的一个保性能 

控制律，从而定理得证． 

注2：定理 1、2表明若随机系统(1)和参数不确定 

随机系统(6)的均方反馈控制器存在，则该控制器也 

是性能指标(2)下的一个保性能控制器． 

仿照定理 1．的证明容易得到如下的定理3． 

定理3 设[A，cI Q]是精确能观的，(A，B；C，D) 

是能稳的，则 SARE(3)有最大解 P >0，且 k=一(R+ 

D P D) (B P +D P C)是系统(1)的一个保性能 

控制器，此时X P’X。是系统(2)的一个性能上界． 

定理4 若 P 是 SARE(3)的一个最大定解，则系 

统(1)在积分限制条件(2)下的唯一最优保性能控制 

器为 ： 

U (t)=一(R+D P D)一 (B P’+D P C)x(t)． 

(8) 

证明：由文献[1O]，SARE(3)正解的存在性与系 

统(1)均方稳定是等价的，所以结论成立． 

定理 5 若 P’>0是凸优化问题：max Tr(P)； 

，rA P +PA +G PC PB + C PD1 

subject toI【Brp+Drpc R+D 肋J≥0 
【 R+DrpD>0 

的最优解．则系统(1)均方稳定，且 U (t)=一(R+ 

D P D) (B P’+D P C) (￡)是系统(1)在积分限 

制条件(2)下的唯一最优保性能控制器． 

证明略． 

注3：定理 5将线性保成本控制问题转化成了一 

个凸优化问题． 

注4：在文献[11]中利用半定规划方法及相应的 

LMI和文献[14]利用 BSDE(倒向随机微分方程)得到 

的最优控制律也是一个保性能控制器． 

3 结束语 

笔者讨论了一类线性随机系统的保性能控制问 

题，给出了该类线性随机系统的保性能控制的定义，利 

用伊藤公式和矩阵不等式的相关知识得到其保性能控 

制器存在的充分条件，从而得到了该类线性随机系统 

及系数不确定时系统的保性能控制器的设计方法．值 

得注意的是，对线性随机系统的保性能控制的研究在 

此还是做初步探讨(假设 Q≥0，P>0)．相关问题，如 

Q和尺不定情况下保性能控制器的存在条件和设计方 

法有待进一步完善．另外由于线性随机二次控制问题 

的研究，最终归结为相应 SARE的解的存在和解的数 

字解法方面的探讨．但到目前为止，由于随机控制和非 
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线性矩阵方面的理论还不完善，对成本矩阵不确定的 

SLQR问题的研究还处于初步探讨阶段，甚至在标准 

情况下(R>0，Q≥0)，相应的SARE的解的存在和唯 
一 性还未获得完全解决，这是另一个值得深人研究的 

问题． 
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Guaranteed Cost Control of a Class of Linear Stochastic Systems 

on the Basis of Robust Analysis 
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Abstract：This paper discusses the guaranteed cost control of a class of linear stochastic systems on the research of un- 

certain linear systems．The authors give the definition of this linear stochastic systems guaranteed cost c0ntrol
， by us1’ng 

Ito formula and linear matrix inequality
， combined its square—stability，under the supposition of the square stability of 

this kind of linear stochastic system，gets the accordingly gu aranteed cost control condition
． Th e c0nclusi0n is．if the lin— 

ear stoc hastic system is square—stability，then its gu aranteed cost control exists
． Finally．the problem of designing a opti— 

mal gu aran teed cost control can be turned into a convex optimal problem
．  

Key words：stochastic system；robust；the gu aranteed cost control：linear matrix inequality 
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