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摘 要：利用上、下解方法及不动点理论研究了一类反应项非单调的时滞反应扩散方程，构造了非 

单调反应项的上、下控制函数，并证明了所构造的函数满足 Lipschitz条件及单调性，克服了反应项非单 

调无法利用单调迭代方法的局限性，为讨论反应项非单调的微分方程提供了一种有效方法，并获得了此 

系统边值问题周期解存在性的充分条件；另外，还给出了证明其周期解稳定的方法，推广了已有的一些 

成果。 
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1 引言及预备 

考虑下述时滞反应扩散方程的边值问题 

f +Lu= 'u'ut)( )∈ ×R，(1) 
[Bu( ，t)：g( ，t) ( ，t)∈a X R， 

其中力∈R 是一个有界开区域，且有光滑边界a力，L 

是一个二阶微分算子，定义为 

一  

。Cti t) + ￡)考， 
是一个边界算子，Bu=u或者Bu=Ou／Ov+ ( ，t)u， 

这里au／av表示 u在a力的外法向导数，u =u( ，t+ 

s)，s∈(一r，O)． 

在文献[1]中，何猛省先生讨论了系统(1)的特殊 

情形 

『Lo[u]=(苦一孝)u= u，ut)，￡∈R， ∈[o，f]， 
1 l I ． 【
u I ：。 g( )，u l ： (‘)，‘∈R· 

(2) 

这里u ，g，h是数值或向量函数，u=u(t， )，u = (t 
— s， )，时滞 s>0．利用单调方法获得了方程(2)在反 

应项 u，u )对 u 单调时，存在唯一周期解的充分条 

件．刘迎东在文献[2]中将问题(1)推广到了方程组 

情形，建立了非自治时滞反应扩散方程组的边值问题 

(1)在反应项f( ，t，u，u )对 u 单调时周期解的存在 

唯一性．在文献[3]中，作者推广了文献[1]的结果， 

笔者通过构造上、下控制函数，利用文献[2]的思想， 

证明了系统(1)当反应项f( ，t，u，u )对 u 非单调时 

周期解的存在性，并证明了相应周期时滞模型周期解 

的稳定性，推广了文献[2]的部分结果． 

设函数 ，t，u， )是 X[0， l X R X C上的连 

续函数，其中 C=：C([一r，0]，R)记 X ={ ： ∈C 

([一r,0]，R)， (0)∈∑，0∈[一r，O]}，其中∑=[口， 

b]，对u：力X[0， ]一∑， ∈力，t∈[0， ]， ∈X ，定 

之H( ，t， ， )=sup f( ，t，u， )，h( ，t， ， )= 

，t，u，if，)，其中if，(O)= (O)，则有 h( ，t，u， 

) 厂( ，t，u， ) 日( ，t，u， )， ∈力，t∈[0， ]，u：O 

X[0，∞] ∑， ∈X ． 

假设 

1)对每一个 K>0，存在M>0，使得 

If( ，t，u， )一 Y，s， ， )I M(I —YI +It—s 

I丁+I u一 I+ll 一 l1) 

其中( ，t)，(y，s)∈力X[O， ]，咖， ∈X∑，l1 l1， 
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II ll ，ll ll=
一  。

l ( )l，M，tJ是从 ×ro， ] 

到∑的连续函数． 

2)女口果 ∈C([一r，0]，尺)，满足 (s)∈∑，一r 

s 0，且 (0)=口(或 (0)=6)，那么 ，t，／d,， ) 

0(或 ，t，／d,， ) 0，对一切 ／d,： X[0， ]一 ∑成 

立． 

利用类似文献[3]中引理3的证明方法可得下述 

引理． 

引理 1 如果 满足( )，(F )，那么 和 也̂ 

满足(F )，(F )，且对 单调不减． 

2 主要结果 

2．1 方程情形 

定义 1 如果存在一对 一周期函数 ，n∈C 

( X[0，~JO])满足五>n，且 

l Oua￡+ H( ，￡， ， ) ( ，￡)∈ ×R 

1 +La ( ，￡，n，n )( ，￡)∈ ×尺 
BM( ，t) g( ，t)≥Ba(x，t) ( ，t)∈a X R， 

则 ，n分别称为(1．1)的周期上、下解． 

假设 

1)系数函数 。灯( ，￡)= ( ，￡)，hi(x，￡)∈C。，号( 

×[0， ])， ( ，￡) 0和g(x，￡)可被延拓为 C T 

( X[0， ])上的函数，所有函数关于t以 为周期。 

2)存在一个正常数 r使得对任意 =( ， ，⋯， 

f )∈R ，( ，t)∈ X[0， ]，有 
Ⅳ ． 

∑ ( ，￡)岛 r l l ． 

3) ，￡，u，u )关于 ￡以甜为周期 ，存在一个正常 

数 使得对任意( ，t)，(Y，t)∈ X[0， ]，M，tJ∈∑， 

Mt， ‘∈X∑，有 

l ，t，M，M )一 Y，s，tJ， )l 

(1 —Y l。+l t—s l号+ 

l M—tJ l+ ll M 一tJ l1)。 

改写式(1)为形式 

J +LM+Mu= ， )+Mu，( )∈ ×尺， 
tBu(x，t)=g(x，t)， ( ，t)∈ X R． 

(3) 

显然，问题 

f +Lw+Mw：0， ( ，￡)∈ ×R， f Ot ’ 、 ～ ’ 

tBw(x，t)=g(x，t)， ( ，￡)∈a X R， 

有唯一 一周期解 ( ，t)． 

若令 ：M一 ，有 

』 +Lv+M ：f ( )，( )∈ ×尺， 
[By( ，￡)=0， ( ，t)∈a X R． 

这里 

( ，t，tJ，tJ )= ，t，tJ+ ，tJ + )+M(tJ+ ) 

因此，不失一般性 ，可设系统(1)，(3)中 g( ，t)=0． 

首先把问题(1)纳人适当的泛函分析框架，令 

E：{M( ，t)：M∈c口’亍( ×[0， ]且关于 t以 周期) 

对任意 M∈E，边值问题 

』詈+Lv+My：M， ( )∈ ×尺， 
[By( ，￡)：0， ( ，t)∈a X R． 

有唯一 一周期解 ，这就定义了一个线性算子 G：E— 

E为tJ=Gu． 

易知，M是边值问题 

』 +LM= ， )( )∈ ×尺， 
I,Bu( ，t)：0 ( ，￡)∈a X R． 

的一个 一周期解等价于 是算子方程 M= 在 E 

上的一个解，这里 

= G( ，￡，u，u )+Mu) 

由假设 1)，2)知： ：E—E是一个紧算子． 

定理 1 设式(1)有一对 一周期上、下解 ( ， 

t)，n( ，f)且 ( ，f) n( ，t)，( ，t)ft． ×[0，(D]，则 

式(1)存在一个 一周期解 ( ，t)满足 

n( ，t) M( ，t) ( ，t)，( ，t)∈ X R． 

证明 对任意 M∈E满足n M ，考虑tJ= ，由 

于 7 =G(厂( ，t，M，M )+Mu)，贝0有 

+Lv+My= M。)+Mu 

令 1t? tJ—n，利用引理 1，则有 

+Lw +Mw ： ( +Lv+My)一 
d￡ d￡ 

(oa
。 ．
+La+Ma) ，￡，M，M )+ 

Mu—h( ，t，n，n )一Ma h( ，t，M，n)一 

(̂ ，t，n，n )+M(M—n) 0 

根据文献[2]，于是 0，即 n．同理可证 tJ ，所 

以 n tJ： ． 

由嵌人定理及线性抛物型方程解的￡。估计知，存 

在常数 ，使得tJ= ∈c 亍( ×[0， ])且l tJ l 

1，令 S={M( ，t)：M∈E，n M ，l l 1}，贝0 S是 

E中的闭凸集，且 T(S)c S，紧算子 把 S映人 S，由 

Sehouder不动点定理可知，算子 在 S中有一个不动 
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点，即式(1)有一个 一周期解 u(x，t)满足 

n( ，t) u(x，t) u(x，t)， ( ，t)∈ ×R 

2 方程组情形 

考虑下述边值I'=-1题 

Ou
a￡+ 1Ⅱ= ( ，￡，Ⅱ， ) ( ，￡)∈ ×尺， 

ov
a￡+ 2 = ( ，￡，Ⅱ ， ) ( ，￡)∈ ×尺， 

B1u(x，t)=g1(戈，t) B2 ( ，t)=g2( ，t) 

( ，t)∈a ×R． 

(4) 

其中 ∈R 是一个有界开区域，且有光滑边界 

a ，对每个 ∈{1，2}，厶是一个二阶微分算子，定义为 

Lilt一 )最 + )薏， 
Bf是一个边界算子 BlⅡ=Ⅱ，B2 = 或者 B1Ⅱ=Ou／OT 

+ l( ，t)Ⅱ，B2 =Ov／OT+ 2( ，t) 这里Ou／OT，Ov／OT 

表示 Ⅱ， 在a 的外法向导数，Ⅱ =Ⅱ( ，t+s)， = 

( ，t+s)，s∈(一r，0)． 

对Ⅱ， ： ×[0， ]_-'∑， ∈ ，t∈[0， ]， ∈X ， 

定义 H1( ，t，Ⅱ， )=sup ( ，t，Ⅱ，I )，爿 ( ，t， ， )= 
口 

。 
呈 ( ，￡， ， )，h·( ，￡，Ⅱ， )= in f f,( ，￡，Ⅱ， )， 

h ( ，t， ， )= i ( ，t， ， )， (0)= (0)，易知 
妒 曼口 

H ( ，t，Ⅱ， )，h ( ， ，Ⅱ， )对 是单调不减的，且 h。 

( ，￡，Ⅱ， ) ( ，t， ， ) Ⅳ1( ，t，Ⅱ， )， ( ，t， ， 

)对 是单调不减的，且 h ( ，t， ， ) ( ，t， ， 

) ( ，t， ， )． 

定义2 如果存在 一周期函数( ， )，(丘， )∈ 

c ’ ( ×[0， ])满足下列不等式 

Ⅱ>n， > ，t∈ ，戈∈[0， ]， 

+ u H1( ， ，v ) ( )∈ ×尺， 

+L2v H2( ， ， ) ( )∈ ×R， 

B1u(x，t) g1( ，t)， ( ，t)∈a ×R， 

B2 ( ，t) g2( ，t)， ( ，t)∈a ×R， 

+ 1丘 H1( ，丘， ) ( )∈ ×尺， 

+ H2( ，n ， ) ( )∈ ×尺， 

B1u(x，t) g1(戈，t)， ( ，t)∈a ×R， 

B， ( ，￡) ，( ，￡)， ( ．￡)∈a ×R． 

则称( ， )，(丘， )分别为式(4)的一对有序周期上、下 

解． 

又假设 

1)对每一个( =1，2)，系数函数 o 
，?( ，t)=o：： 

( ，￡)，6 ( ，￡)∈c ’手(． ×[0，∞])， ( ， ) o和g 

( ，t)可被延拓为 c ’̈号( ×[0， ])上的函数，所 

有函数关于t以 为周期． 

2)对每一个 i(i=1，2)，存在一个正常数 r使得 

对任意 

= ( ， ，⋯， )∈R ，( ，t)∈ ×[0， ]， 

有 
N 

∑ ， ( ，￡)￡ r l l 

3) ( ，t，Ⅱ， )， ( ，t， ， )关于 t以 为周 

期，且满足(F )． 

利用类似定理 1的证明可得如下结论． 

定理 2 如果条件 1)一3)成立，且边值问题见式 

(4)存在 一周期上、下解( ， )，(丘， )，那么系统式 

(4)存在 一周期解(Ⅱ， )，且满足 

Ⅱ ， ，( ，t)∈ ×R． 

3 应用举例 

考虑非单调系统 

『 -dl( ) = (x,t,ul,u2) ∈ 

{ ( ) = (x,t,u1,u2) ∈ 
I B Ⅱ。=0 ( ，t)∈a ×R． 

Ⅱ ( ，0)=Ⅱ∞( )， ∈． ，i=1，2． 

(5) 

对i=1，2，边界算子B 和函数d ， 的光滑性条件同 

前，且 d ，B 关于t以 为周期，系统(5)相应的周期 

问题可写为 

I = ( ， ，( )∈ ×尺， 

{ 一d2( ) = ( ， ，( )∈ ×尺， 
l B Ⅱ =0 ( ，t)∈a ×R． 

Ⅱ (戈，t+ )=Ⅱ (戈，t)，戈∈ ×R． ，i=1，2． 

(6) 

设 ( ，￡)=( ( ，￡)， ( ，￡)) ( ( ，￡)， 

( ，t))=O(x，t)是(6)的 一周期上、下解，令 ( ， 

t)，n ( ，t)分别是 (5)相应于初值 Ⅱ ( )= ( ，0)， 

Ⅱ ( )=0 ( ，0)的解，且( ( ，￡)， ( ，￡))，( 

( ，t)， ( ，t))分别是(0( ，t)， ( ，t))中的最小 

和最大的周期解，则有如下结论． 
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定理 3 豌 ( ，t)关于变量 t一致收敛到 D ( ， 

t)，且在 豌 ( ，t+ ) 豌 ( ，t)的意义下单调增； ( ， 

t)关于变量 t一致收敛到 ( ，t)，且在 ( ，t+ ) 

su ( ，￡)的意义下单调减． 

证明 由式(5)和式(6)的上、下解定义，可知( 

( ，t)， ( ，t)) (D。( ，t)，D2( ，t))是式(5)相应 
于初值 u ( )fie(D ( ，0)， ( ，0)) (i=1，2)的 

上、下解，于是由定理 2，U ( ，t)，垃 ( ，t)全局存在． 

由比较原理， 

豌 ( ，t)s U ( ，t)， 

垃 ( ，t+ )≥ ( ，t+ )= ( ，t)， 

( ，t+( )=三三U ( ，t+( )=Ui( ，￡)． 

定义 垃 ( ，t)=垃 ( ，t+，砌 )， ( ，t)=u ( ，t+ 

，砌 )．由系统的周期性，垃 。( ，t)是式(5)的初值为 

( )=垃 ( ，(o)的解． 

／~／0 

，因 垃 ( ， ) ( ，0)，所以垃 ( ，t) 垃i( ，t)． 

同理，u ( ，t)s ( ，t)．由归纳法，有垃 +l】( ，t) 
垃 ( ，￡)，u (m+1( ，￡)su ( ，￡)和 垃fm( ，t)=三； ( ， 

t)，于是 lim垃 ( ，t)，lim u ( ，t)存在且关于 t以 

为周期，类似文献[5]中讨论，它们是式(6)的解．对 

式(6)在( ( ，t)， ，( ，t))中的任意解 U( ，t)， 

( ，t)是式(5)的初值为 u ( )= ( ，0)的解，由比 

较原理，垃 ( ，t)s U ( ，t)s ( ，t)，(i=1，2)，于是 

lim n ( ，t)= lim ai( ，t+trto))s 
m— +∞ m —-+∞ 

lira U ( ，t+砌 )=U ( ，￡) 

lim U。( ，t+mo))≤ lim ( ，t+ 

= lim u ( ，t) 

则 lim n ( ，t) 
，，h + ∞ 

D ( ，t) 

1 

U ( ，t) 

推论 1 若式(6)在(0(x，t)， ( ，t))中的解唯 
一

，则式(6)的这个解 U(x，t)关于 u ( )∈(0(x，0)， 

( ，0))，稳定(i=1，2)． 
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Existence and Stability of Periodic Solutions for Reaction．diffusion 

Systems with Time Delays 

WANG Chang-you ，LI Shu-yonf 
(1．Institute of Applied Mathematics，Chongqing University of Post and Telecommunication。 
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Abstract：Periodic solutions of reaction—diffusion systems with time dehys are investigated．It is constructed that the uP— 

per and lower control function of nonmonotone reaction term
，
and it is showed that the function satisfies a global Lipschi— 

tz condition and quasimonotone．A sort of effective method of studying differential equation with nonmonotone reaction 

term  is gained．By using the method of upper and lower solutions and fixed point theorem ，it is shown that periodic solu— 

tions of this system exist when reaction—term  is not monotone and the boundary value system has a pair of coupled—upper 

and lower solutions．Some methods for proving the stability of the periodic solution are also given
． And some known re— 

suits are extended． 

Key words：delay；periodic solution；upper and lower solution；reaction—diffusion system；fixed point theorem：exist— 

ence and stability 
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