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有三对角半正定增量块的对称正定方程组的解 

陈 斌，杨 大 地 
(重庆大学 数理学院，重庆 400044) 

摘 要：这篇论文讨论一类迭代，它需求系数矩阵有变化的三对角半正定增量块的对称正定方程组 

的解．该文把这种半正定的增量块进行 了独特分解，给出了一种迭代算法，重复使用这种算法求解上述 

的问题可以提高计算的效率．吴筑筑曾提出过对角元有正增量的一种迭代算法，该文算法考虑块增量的 

情形 ，是对吴筑筑算法的一种推广． 
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某些数值问题求解需要做迭代计算，每次要解一 

个系数矩阵只有少量变化线性方程组，如何减少求解 

方程组的计算量，便成为总体计算效率的关键之一．这 

类问题经常遇到  ̈ ，所以提出下列问题： 

问题 I：设某问题的数值求解过程要作迭代计算， 

每次迭代计算需解一个线性方程组 

(A+D)X =b， 

其中A为凡阶对称正定矩阵．b为 已知向量，D为一 

个 凡阶三对角的半正定矩阵，随机变化，而且仅有少数 

几个元不为0，如何设计算法提高计算效率． 

首先对D作以下分解： 

D1= 

d̈ d12 

d21 d22 

，
Df 

d 
． +1 

d +1
． 

d +1
． 
+1 

f≥2，du为D的f行 列元，未标出来的都是0元 

素， 么 D=D1+D2+⋯ +D 一1． 

1 主要结论 

定理 1 若 A是正定矩 阵，若记 A。=A，A = 

A +Df，f=1，2，⋯，，l一1，Df为以上定义，那么A 仍 

是正定矩阵，即A X=b有解且解唯一． 

证明 由于D是半正定，所以D的顺序主子式半 

正定． 

由Ai---Aj一1+Dj，得到Af=A+D1+⋯ +Dj，D1+ 

⋯ +D 正好是D的f+1阶顺序主子式，记为 w，那么 

w是半正定的．于是任意向量 h=∈Rh ，h Wit>10， 

那么由于A的正定性，有： 

h =fA+W)h>0． 

因此A+W是正定的，有(A+W)X=b有解且解唯 
一  

，命题得证 

现在来考察A =b的解同A X=b的解的关 

系． 

首先考虑 

(A+C )X =b， (1) 

此时的 C 是这样定义的： 

C = 
d J d 

， 
+1 

d +1
． 

d +1
． 
+1 

其中d 是以上D的元，且d⋯． =df．j 

定理2 设AX=b的解为xo=(x ， ，⋯， ：)，且 

A的逆矩阵已知为y，若(1)有解，那么它可以表示为 

如下形式： 

(c +1． +l+1) ?一Ci,i+l ?+1 
z 

— — — — —  — — — 一

’ +】 

羔L 
，对于其余的有： 

m  
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z f = 。
一  一 cf

． 
( ≠i，i+1Xj cj,x, i+lX't+1 )， zJ 一 一cJ， J≠ ，+ ， 

其中： 

= d“ +di
．

i~i ． +I， ， +I= di+i
．

iY~ +d +j
． 
+j ， + I， 

(2) 

特别的，当d ：d + =0，有： 

cJl dn t=d“ ‘1， (3) 
Cj

．

I+1= di+l
,

i+l乃，I+1 J 

这里 ：1，2，⋯，n；)，“是 y的i行 列元素 

，n=(c +1)(c +1． +1+1)一Ci,i+lc +1． ， (4) 

证明 (A+C )X=b， 

两边同时乘以A～，得到：(I+A C X=A )， 

即(，+YC，)X= ． 

由于 C = 

0元)，所以 YC = 

d J d 
， 
+1 

d +1
． 

d +1
． + 1 

，(未表出的均为 

，只有第 i和 i+1 

列不为0，其余都为0． 

解这个方程组(已知有解)，解为： 

(c +1 +1+1) ?一Ci,i+l 0 +1 
— — — —  — — 一

，
Xi+1 

，逐步回代得到： 
，n 

，
=  

，

0
一 C．jiX — c 

．
+ ( ≠i，i+1Xi i 1 ) xi xi一 一ci

．
+ j：≠= ， + ) 

注：特别的当 d + ：O，d J且有： 

cji=0， ， +1=d +1， +1 ， +1， 

m =d +I
， 

+I ， +I+1， +I= 

q．⋯ ⋯ ，( ≠ +1)． 

’ 

O 
一  

(5) 

此结论和参考文献[2]结果一致 

推论 1 设 A为对称正定矩阵，(A+C )可逆，C 

如上面的定义，若 是 A的逆矩阵的第 列 ，那么 

(A+C )的逆矩阵的第 七列可表示为以下形式： 

)， ． — —  

(c 
Yi+1． 

yJ， = 0
， 

一 cjiy —ci．i+ly +1， ，( ≠ ，i+1)．(7) 

其中的，cJ =d 0
， 

+ d +1．I 0
． 
+ ，

cJ， + =d + 0
， 

+ 

di+l
,

i+lyo
i J “ ，j=1。2，⋯ ，n． 

，n=(c +1)(c +1 +1+1)一c +1c +1． 

证明 由于 Yk是(A+C ) =e 的解，而 是 

AX=e 的解，按定理 2的结论得结论成立． 

注：当d 
． 

= d + =0，d ：0也有和参考文献 

[2]一致的结果： 

)， 
一

cJ， ’ 

c =di+1 )，⋯ ，J_= ，，⋯，n． (’)
,
i+l 

o 1 2
i 1 1 1 i 1 ／ c，，+ yJ，+，J ， ，⋯ ，n· ， 

推论2 在定理 1的条件下 ，设 x 是A X=b的 

解，y 是A 的逆矩阵， 是 的_，列的第足个元，那么 

A⋯X=b(f≥O)的解可以表示为下面形式： 

(c ．⋯ +1) ： 
m  

(9) 

，

i 
=  ；一c i“一Cj,i+l ：：：，( ≠i，i+1)， 

(1O) 

Cji= di
．
i+l ， (i≥1)，cji=di．i +d +1 ， ，(i=0) 

cJ， =di
．i~l，j+di+l,i+l， ， ， =1，2，⋯，n． 

m =(c +1)(c 
。 
+1)Ci,i+lc J． 

定理 3 由于D是半正定三对角矩阵，那么如果 

按( )式对D的分解，对于任意的D ，如果d⋯．⋯或 

者 d 为0，那么 d + ：0． 

证明 因D为半正定矩阵且为三对角矩阵，如果 

存在由( )分解的 D 中，d⋯ ：0，而 d + ≠0， 

那么，可以找到 h。∈R “，使得 h (D +⋯ +D )h。 
< L3]

，与D顺序主子式的半正定性相矛盾． 

2 算法及算例 

算法(问题 I的算法) 

Stepl计算 A的 cholesky分解式，A=DL ，并求 

AX=b的解 

Step2利用A的cholesky分解式，求方程组A yj= 

f的解， ， =1，2，⋯，n． 

即A 的第J_个列向量，J_=1，2，⋯，n． 

Step3由具体要求确定 D ，i=1，2，⋯，n一1，同时 

由定理3除去 D =0，重新得到它的非 0分解 ，记为 

D ， =1，2，⋯ ，r． 

同时令 ， ={ 1 为∑．Df．朋某一个非0元所对应 

的列}， 

令 =0， = ( ∈，I)． 

Step4 4．1 判断 是否小于 r+1，如果是进入 

4．2，如果不是转 Step5； 

4．2 如果只有 d 1．I川 非0，那么进入 4．2．1； 
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其余的则进入4．22； 

4．2．1 如果 <r一1且 D 。=D 。，则 ： ： 

( ∈， )，X =X ～，D =D +D k=k+ 

1，转4．1；如果D肌 ≠D 。，那么按照(7)计算 ( ∈ 

j川 )，按照(4)计算 X“，k=k+1，转 4．1；如果 k=，， 

4．2．2 由(2)式或者(2．1)计算 c ，cj
． 

， 

= 1，2， 

4．2．2．1 如果 <r一1，由(5)，(6)计算 ( ∈ 

， +】)； 

Step5进行问题 I的迭代，如果满足问题 I的条 

件，则停止，否则转 Step3不考虑迭代，问题 I特举例如 

例 A =[ ]，6=[ ]，。=[i 曼]， 

解：1．求 A的 cholesky分解式 ，得到：L= 

然后求A =b的解 ：得到 =(0，一0．5，1．5)T． 

2．利用A的 cholesky分解式，求A～，得到： 

r 1．5 0 —0．5] 

A～=l 0 0．5 —0．5 1． 1
— 0．5 —0．5 1 j 

3．求 c』]， 
，
2的值 c11=4．5，c12=1．5，c22=1，c31=一2， 

。32=1．5． 

求得 m=10．25，解得 

(c2．2+1) 一c1．2 
= — — —  。 — — — — — — — — — — —  —  

m  

二  【二 ： ：0
． 073 1． 10

． 25 ‘ ’ 

(c】．】+1) ：一C2,1 ? 
， 

= ～ =  

一2 (二  ： 2二 ： Q一 0
． 268 2． 10

． 25 ‘ ’ 

可2 A=『 1 1 1 i5]，，6=『 6]， 例2 L J L J 

D = 

0 0 

0 1 

0 1 

0 0 

0 0 

1 0 

5 2 

2 1 

，求(A+o)x=b的解． 

解得： =(0．161 4，0．381 0，0．103 2，0．965 6) ， 

与用 Cholesky分解法求解结果一致． 

3 算法的效率分析 

设问题 I中的迭代次数为Ⅳ，为每次迭代时直接 

用 Cholesky分解法求解所需要的乘除计算量(包括开 

方)，则 Q。=Nn(n+1)(n+8)／6_ ．如果用 Q 为本 

文算法的相应计算量，当D如(，一c)分解成r个非0的 

D ，那么： 

Q1≤n(n+1)(n+8)／6+n (n+1)+ 

Ⅳ[6n+n(r 一r)+5n(r一1)]． 

注意：取等时候是当非 0的D 的次对角线都有 

非 0元的时候，本文的算法中对非0的D 的次对角 

线都是 0元的时，做了合并(如 4．2．1所述)减少了计 

算量． 

令 s=(Q。～Q )／(2。，当Ⅳ很大时候，s趋于 1—6 

(r +4r+1)／[(n+1)(n+8)]，当r／n<0．40时候，s 

是大于0的，也就是说本文算法对于问题 I较常规方 

法有效．特别的，有如下特殊情形： 

当三对角元增量 D 如(，一c)分解成 r个非 0的 

D ，D (m：1，2，⋯，r)刚好两两合并形如C 的形式， 

而且 C 的四个元均非0元，则有： 

Q1=n(n+1)(n+8)／6+n (n+1)+N(n(r ／2+2r)) 

当Ⅳ很大时候，s趋于 1—6(I-2／2+2r)／[(n+1) 

(n+8)]，所以当 r／n<0．58时候，s是大于 0的，算法 

与参考文献[2]的算法效率相当． 
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l

be a ram
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，

e
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， 忍，k(n>-后+1)be positive integers
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+融 硒norma n D l i 
． 

0 。 一 
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