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与微分多项式相关的亚纯函数的正规族 
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(重庆大学 数理学院，重庆 400030) 

摘 要：设尺为区域D上的一族亚纯函数，71,，k(n≥ +1)均为正整数，b为一有限非零复数，0。(：)， 

0 (：)⋯ ．，0 (：)为 D_t_Cj全纯函数，若对 中的任意函数厂，f在 D内的零点重数至少为 n，f的极点 
一

1 

重数至少为2，且 ∽=6 =b，其中 ∽(：)= (：)+
。 

。。(：) ‘ (：)，则R在 D内正规· 

关键词：亚纯函数；全纯函数；正规族 

中图分类号：O174．52 文献标识码：A 

1 主要结果 

文中使用值分布中常用的记号及术语，为了叙述 

方便，设 0。(：)，0 (：)，⋯，0 (：)均在 D内全纯， (，) 
一 1 

(：)= ”(：)+∑0。(：) 订(：)，尺为区域 D上一族亚 

纯函数． 

20世纪初，P．Montel引进 了正规族的概念，并建 

立如下正规定则． 

定理 A 设 尺为区域 D内一族全纯函数，若对族 

中每个 ：)在 D内恒有is0，is 1，则族 尺在 D内正 

规 ． 

1935年，Miranda推广了定理 A，证明了： 

定理 B 设 月为区域 D内一族全纯函数，k为一 

正整数，若对族中每个 ：)在 D内恒有is0， ”≠1， 

则族尺在 D内正规_2 J． 

1979年，顾永兴对定理 B进行了推广，证明了如 

下一个曾被 Hayman猜测的正规定则． 

定理 c 设 尺为区域D内一族亚纯函数，k是一 

正整数 ，若 V／∈R，有is 1，f(k)±1则 尺在 D内正 

规 ． 

后来，王跃飞对定理 c进行了推广，证明了 

定理 D 设 尺为区域 D内一族亚纯函数，n，k(n 

+1)是2个正整数，V厂∈R有厂的零点重数均 n， 

厂的极点重数均>--2且 ”≠1，则 尺在 D内正规 ]． 

文中进行了进一步思考，推广了定理 D的结果， 

证明了： 

定理 1 设尺为区域 D内一族亚纯函数，n， (n 

k+1)是2个正整数，b是一有限非零复数，V厂∈R有厂 

的零点重数均 n 厂的极点重数均>-2且 (n=6 = 

b，则尺在 D内正规． 

推论 1 设 尺为区域D内一族亚纯函数，n， (n 

k+1)是2个正整数，b是一有限非零复数，V厂∈R有厂 

的零点重数均 n 的极点重数均>-2且 ”=6 = 

，则 尺在 D内正规． 

定理2 设 尺为区域D内一族亚纯函数，n， (n 

k+2)是2个正整数，b是一有限非零复数，V厂∈R有厂 

的零点重数均 n且 L n=6 =b，则 尺在 D内正规． 

推论2 设尺为区域 D内一族亚纯函数，n， (n 

k+2)是2个正整数，b是一有限非零复数，V厂∈R有厂 

的零点重数均 n且 ”=6 =b，则 尺在 D内正规． 

定理3 设尺为区域D上一族全纯函数，n， (n>- 

k+1)是2个正整数，b是一有限非零复数，V厂∈R有厂 

的零点重数均 n且 fn=6 =b，则尺在 D内正规． 

推论3 设 尺为区域D上一族全纯函数，n， (n 

k+1)是2个正整数，b是一有限非零复数，V厂∈R有 

的零点重数均 n且 ”=6 =b，则 尺在 D内正规． 

2 几个引理 

为了证明定理 1至定理 3，需要如下引理． 

引理 1 设 尺为单位圆盘 △上的亚纯函数族，k 

是一正整数，尺中每个函数的零点重数至少为k，假设 

存在A 1，使得当厂=0有 I ”l A，则若 R在内△不 
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正规，则对于0 k存在一函数列 ∈R，一复数列 

∈△及一正数列 一O 使得 ( )= (刁+ )在 

复平面上内闭一致收敛于非常数的亚纯函数 g( )，g 

( )的零点重数至少为 k，满足 g ( ) g (0)=kA+ 

1 ． 

引理 2 设 尺(：)为非常数有理函数，k为一正整 

数，b为一有限非零复数，若 R( )的零点重数均>-k+ 

1且 尺似 ( )≠6，贝0尺( )= ． ，卢，y，6均为 

常数且 cry≠O_4j． 

引理3 设 k为一正整数，-厂是有穷级超越亚纯函 

数且其零点的重数均 +1，则 ”取任何有限非零复 

数无穷多次 j． 

引理4 一个正规亚纯函数的级至多为2，一个正 

规整函数的级至多为 1 J． 

3 定理的证明 

定理 1的证明：假设 尺在 D内不正规，不妨设 D 

为△，则有引理1，对于Ol=k存在一函数列． ∈R，一复 

数列 cA及一正数列pJ_十o 使得 ( )= ～ ( + 

p， )在复平面 C上内闭一致收敛于非常数的亚纯函数 

g( )，g( )的零点重数均 k+1，g( )的极点重数均 

2且满足g ( ) g (0)=kA+1．由引理 4知 g( ) 

为有穷级亚纯函数． 

以下证明g ( )≠b． 

首先证明 g ( )不恒为 b，若 g̈ ( )；b，则 

g( )为 k次多项式，又因为g( )的零点重数至少为 

k+1，矛盾． 

假设 j 。使得 g ( 。)=b，则 g( )≠∞．因此 

j 6>0使得g( )在 D，={ ：l — 。l<6}上全纯，从 

而当 充分大时 ”( )在 上全纯且 g ( )在 D 

上一致收敛于g“’( )(i=0，1，2，⋯，k一1，g‘。’( )= 

g( )以下同)． 

由 ( )= ～ ( + )得 ”( + )= 
。 。

g i∈ 

当 充分大时， ( )在 上全纯．又因为 。 ( ) 

在△上全纯，l l<r 1， imp =0，故在 上当 充分 

大时一致的有l。；( + )l f ，。 (：)1<∞，注 
意到k—i>0，故函数 

．  

。 ( -4- ，，， ，k (̈ )在 D 上一致地趋于零． 

因而 ( )( + )= (̈刁+ )+ 。 ( + ) 

z|+p ∈ 

=  (̈ )+
． 

。 ( -4-，．， ， ，k ( )一g似 ( ) 

g ( 。)=b，由 Hurwitz定理，j ，一 。，当 充分 

大时有 

( )( + )=b，由 L∽ =b==>厂=b得 (刁+ 

p 3t 3 =b 

氍以 gj(t 3 ：p ft zi+p 3t =p：kb 

g( 。)= ( ) 一b=∞，这与g似 ( )= 

b矛盾． 

所以g ( )≠b．以下分2种情况进行讨论： 

1)g( )不为有理函数，否则，由引理 2知g( )= 

，与g( )的极点重数均>-2矛盾． 

2)g( )不为有穷级超越亚纯函数，否则，由引理 

3知g‘ ( )=b有解，与g ”( )≠6矛盾． 

综上所述g( )必为常数，矛盾．故尺在△内正规． 

定理 2和定理3与定理 1的证法类似，从略． 
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