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上部分耗散反应扩散方程吸引子的正则性讨论 

蒲 学 科，张 兴 友 
(重庆大学数理学院，重庆 400030) 

摘 要：主要致力于全欧氏空间上部分耗散反应扩散方程的解的长时间行为的研究，证明了该方程 

的紧吸引子的存在性，同时对该吸引子的正则性做了详细的研究．发现该方程组的吸引子实际上是 

× 的紧集，它吸引L2×L 中的有界集，这大大提高了B Wang关于该方程组吸引子的正则性结果，即 

此吸引子具有更高的正则性．由于方程本身的复杂性，这已经是关于这类方程组的吸引子正则性可能的 

最好的结果． 
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1 引言及预备知识 

众所周知，吸引子是描述无穷维动力系统的长时 

间行为的有力工具．近年来，关于部分耗散反应扩散方 

程的无穷维行为，特别是对这类方程在无界区域上的 

研究已经引起人们的极大兴趣，并已经得到了许多很 

好的结果，如文献[1]证明了方程组 

一  

+A + )+删 =厂， 

+ 一 = g， 

u(x，0)=U0( )，v(x，0)=V0( )， ∈R ， 

的紧的( ×L 一L2×L )吸引子的存在性．但由于问 

题本身的复杂性，目前已有的结果略显得有些粗糙，文 

中将证明此类方程的吸引子实际上是属于(L ×L 一 

H1×L )的，即吸引子本身是 H1×L 的紧集，它吸引 

× 中的有界集．即对(1)的解( (t)， (t))=7r(t， 

(u(O)， (0)))决定的半流(semifloW)7r，将证明： 

定理 半流7r在L ×L 中具有全局吸引子，且该 

吸引子是 ×L 中的紧集． 

由于方程本身的结构，这是能够得到的关于此吸 

引子的正则性的最好的结果．为了符号的简洁，在文中 

出现的 等Sobolev空间均是定义在全空问上的．在 

方程组(1)中，I，，A，劫 >0，f，g∈L (尺 )给定， ， 

满足 >0， 为非线性函数满足：对任意的s∈R成立 

h(5)s≥O，h(0)=0，h (s)≥一c，并且l h (s)l≤ 

C(1+ )，其中当n≤2时r≥O；当n≥3时r≤rain 
，' 

( ， -阻)，C为一正常数． 
n  n 一 ‘． 

为了证明的需要，把文献[1]的相关结论概述 

如下 

引理1 在上述条件下，有 

1)存在常数K≥O，使得对任意R>0存在依赖于 

尺的时刻 (尺)，只要( ，tJ)∈L ×L 且 ll( ，tJ)ll≤尺 

时，lI 7r(t，( ，tJ))0 ≤ 对任意t≥ (尺)成立； 

2)对任意的R>O，存在和尺有关的常数K(R)> 

0，使得如果( ，tJ)∈H1× 且 ll( ，tJ)llⅣ，xL2≤尺，则 

ll 7r(t，( ，tJ))ll ≤K(R)对任意的t≥O成立． 

关于此引理的证明，可以参考文献[1]． 

利用该引理，并结合文献[2]中熟知的标准结果， 

很容易得到文献[1]中的主要结果，即此类方程具有 

紧(L × — ×L )的吸引子． 

2 吸引子的存在性和正则性 

下面对解作出估计，并由此建立起半流7r在H1× 

中的渐进紧性．之所以这样是因为一旦建立了渐进 

紧陛，结合引理 1，便可以立即得到关于此吸引子正则 

性的论断，即此类方程的吸引子实际上是属于( × — 

H1× )的． 

为了对解作出估计，先定义双线性形式 
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口(M， )：= vu(x)。vv(x)ax，其中M， E ． 

如此定义的双线性形式Ⅱ(M， )唯一地确定了一个自 

伴线性算子A：D(A)CL -+ ，定义Au：=∞，其中M E 

o(a)，D(A)由D(A)：={u E H1 I j∞E L2使得对 

口(11,， )=(∞， )任意的 EH 成立}确定．自伴线性算 

子一A是线性算子e ，t≥O的解析半群的生成元，并 

对所有的u E 以及所有的‘≥O有估计 

ll e-AIM ll≤Me ll M ll， 

及 

ll e-AIM llⅣ】≤Me t ／2 ll， 

其中 和口是两个正的常数． 

众所周知，方程组(1)等价于积分方程 

M(‘)=e-AtM。+J[e “ ’(一A 一̂(M)一倒+ 出，1 
．  } 

(‘)=e一占‘ 0+Ie一 ‘。。’(卢M+g)山， J 

(2) 

其中，u。=u(o)， =v(o)．在叙述并证明引理3之前， 

先对解作出一些必要的估计．设(u， )和(u。， )是由 

不同初值出发的两条轨线，由(1)可知 

皇 兰 一 △(U--U
O)+A(U--UO)+ 

h(M)一h(M0)+ ( 一 0)=0， 

皇 生)-+5(口一 )一~(u-U
o)=o， 

对此式分别用 (M—M。)和 (tl—tl。)做内积，并在 

[0，s]上对时间t积分，可以得到如下两式： 

r l ad (卢I1 u—u。l1 )+卢 II o( —u。)l1 + 
卢A ll(M—M。)ll +卢(h(M)一h(M。)，M一 o)+ 

( 一 0，M—M0)dt=0， 

和 

1 d( 
一  ll )+ 一 lI 一 

q (Il—Ilo， 一 0)dt=0． 

在这里，将u(t)，u。(t)， (t)， (t)分别简写为u，u。， 

， 。，在下文中也这样简写，不再说明。 

注意到  ̂(s)≥一C，可以得到一(h(u)一h(u。)， 

u—u。)≤c II u—u。II ，将上面两式相加，并将此式代 

入可以得到 

(卢II M(s)一U0(s)fl +口ll (s)一I)0(s)ll )≤ 

(卢ll u(0)一U0(O)ll + ll v(o)一 。(O)ll )+ 

c[ Il—Il0 I1 + 一 I1 dt， 

运用Gronw~ll不等式可以知道 

(卢ll u(s)一u。(s)ll +口ll (s)一 (s)ll )≤ 

c lI u(o)一u。(0)ll +ll v(0)一Vo(0)ll )，(3) 

其中常数只和时间 有关． 

为了建立仃的渐进紧性，先给出下述2个引理 

引理2 由u h毗定义的映射h：H 是定义 

在 中有界集上的Lipsehit~映射． 

此引理的证明见参考文献[3]． 

引理3 设( ， )为H ×L2中的点列，(u， )E 

× ，又假设( ， )在H ×L 中弱收敛于( ， )， 

且在 × 中强收敛于(u， )．则在时间段[t。，t ]中， 

仃(t，(u ， )在 ×L2中一致地强收敛于 仃(t，(u， 

))，其中t0>t >O为任意的实数． 

证明 令t >O为固定的正实数．由于集合{(u ， 

) }u{(u， )}为H X L2中的有界序列，由引理 l 

可知，存在R>O，使得对于任意的t E[0，t ]，任意的 

EⅣ有 ll仃(t，( ， ))ll ≤尺以及 ll仃(‘，(M， 

))ll ≤尺成立．记 为h在 中以尺为半径的球 

上的 Lipsch 常数，同时记(M(t)， (t))=仃(t， 

(u(o)，v(o)))．则对(u(t)， (t))，tE[0，t ]，有 

『M(‘)=e— M(o)+【e— “ ’(一A 一̂(M)一0 + 山， { 

【 (‘)=eI盘 (o)+【e “ ’(卢M+g)山， 
成立，对(‰(t)， (t))有类似的式子成立． 

这样，对t E[0，t ]，得到 

lI M (t)一M(t)ll ≤Me t— ll M 一M fl+ 

(A+ )e t【(‘一s) 九ll M (5)一M(5)ll Htds+ 
一l 

Me叫【(卜s) 九l (s)一 (s)ll ， 

将式(3)代入，并利用奇异的Gmnw~ll不等式(参考文 

献[4])可知存在仅依赖于 A， ， ，口，t 的常数 

c[ 
，使得对于t E[O，t1]，有 

ll M (t)一M(t)ll ≤Me t ／2 ll M 一M ll+ 

CMe哪1 (1+(‘一s)-1／2)s ／2 ll (s)一 (s)ll ds+ 
一I 

Me帆i、(‘一s) 尼l1 (s)一 (s)ll ds， 

即 

ll M (t)一M(t)ll Hl≤C(1+t )ll 一M ll+ 

c l1 (s)一 (s)ll， 

由此式和(3)立即可知命题成立．证毕． 

定理4 仃在Hl×L2的强拓扑下是渐进紧的． 

证明 要证明仃在 × 的强拓扑下是渐进紧 

的，即要证明：(u ， ) 为H ×L 中的有界点列，且 
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(t ) Ⅳ为趋于无穷的正实数序列，则存在严格递增的 

数列(nI)及( ，v)E ×L2使得当 _+∞时，在日 × 

中有仃(t ( ))_+( ，v)． 

固定正数T>O，由命题可知存在n。，使得当n> 

时，t > 同时由序列( ， )在H1× 中的有界性， 

利用引理(1)可知，仃(‘ 一T，(“ ， )) 在 H1 x 

中也有界，于是存在( ， )∈ x ，使得仃( 一T， 

(n )) ( ， )，另外由引理 1可知此子列满足 

仃(t 一 ，(Ⅱ ，t， ))_+( ， )E￡ x￡ ．由弓l理 3仃 

(t ，( ，毫， ‘))=仃( ，仃(t ‘一T，(Ⅱ ，毫I )))—}仃( ， 
( 。 ))∈日 X L ．证毕． 

在得到仃在日 × 中的渐进紧性后，又由引理1 

可知在日 XL 中存在有界吸收集，利用参考文献[2] 

中的定理，立即可以得到主要定理． 

定理5 半流仃具有紧的(L ×L 一 × )吸 

引子． 
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Regularity of Attractors of Partly Dissipative Reaction 

Diffusion Equations on R 

PU Xue-ke，ZHANG Xing-you 

(College of Mathematics and Physics，Chongqing University，Chongqing 400030，China) 

Abstract：This paper deals with the large time behavior of the solutions of partly dissipative reaction diffusion equations 

on R ．The authors prove the existence of compact attractors and show that the attractors arc indeed compact sets jn 

xL ，which absorb bounded sets in ~L2
， Th is greatly improves the results obtained by B w 

，
and due t0 the 

complexities of the equations itself，this is the best possible result on the regularity of the attractor
．  
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