
2006年 5月 

第29卷第5期 

重庆大学学报(自然科学版) 

Journal of Chongqing University(Natural Science Edition) 

Mav 2006 

VoI．29 No．5 

文章编号：1000—582X(2006)05—0062—02 

复系数微分多项式与分担值 

冯 彬 ，杨 拍 ，刘家英 
(1．重庆大学 数理学院，重庆 400030；2．重庆医药高等专科学院，重庆 400051) 

摘 要：设F为区域 G上的全纯函数族，o为有穷非零复数，a(z)为G上的解析函数．若对任意，E 

F,f-~L= +a(z 在G上的IM分担值且当厂=0时√一=L ：n．则F在 G中正规． 
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1 引言及结果 

称a为f与g在区域G上的分担值是指 f—a与g 
— a在区域G上的零点相同(不计重数)笔者采用Ne- 

vanlinna理论  ̈ 中的符号 (r，／)，m(r，，)，Ⅳ(r，，) 

等．讨论F中的函数 与其复系数微分多项式 

L=
．
尸，+a(：)厂，(o(：)为G上解析函数)(1)． 

具有一个分担值时，F的正规性问题．有如下结果 

定理1 设F为区域 G上的全纯函数族，口为有 

穷非零复数，若对任意的fE F，a为，与L在G上的IM 

分担值，且当，=a时 =L =a，则 F在 G中正规．本 

定理对k阶微分多项式也成立． 

2 几个引理 

定义 

(r = m(r，z )， 

其中 (1≤ ≤后)表示厂的某种形式的对数导数 

∽=等 ∽= 
引理I ’ 设厂为区域，={：：Izl<刷}上的全纯 

函数．a为非零复数，￡如(1)所定义，置 

∽=等 = ． 
若a为 与 在G上的IM分担值，且当 =a时， 

，=L =a．则对0<r<R有 

1) (r， )=C’{Ld(r +1}， (r， )= 

C‘{ d(r√ +Ld(r， )+1}； 

2)当 Zo)=a时，[咖(z)-z~(z)] ：由=0． 

引理2 设，为区域，={zIzI<R}上的非常数全 

纯函数，￡如1)定义，且厂与 满足定理 1所设条件： 

0<r<p<R，有 

l船 I． 
引理3[41 设函数，(z)在ll<R(≤∞)内亚纯． 

若 0)≠0，∞，则对于0<r<p<R，有 

蠹 1 
其中C 为仅依赖于k的常数． 

引理4-5] 设 (r)是(r，R)上定义的非负，连续， 

非减的函数， (r)为该区间上定义的非负，非增的函 

数，b。，b：为两个常数 若对于r0<，-<p<R恒有 

(，I)< (r)+bIlog ‘ +62log’r(p)， 

(r)<2ct(r)+B~log k-'。z-k+ 2 

其中B ，B 是由b 和b 决定的常数 

在某点z= 不正规的充要条件是：存在族中一函数 

列 z)，一点列 一z。， 一∞，及～正数列tn-*0， 一 

∞ ．使g(z)= +tnz)在开平面上内闭一致收敛于非 

常数的整函数g(：)． 

引理6[3 g(z)如上定义，若 a为，与L在G上 

的IM分担值，且当，=a时√一=L a，则有g ’≠O． 
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3 定理1的证明 

设G=D={：：Izl<1}．只须证在：=O处正规． 

设F在 =O不正规．根据引理5，有族 F中存在 
一 列{ }以及一点列 和一正数列t ， ---,0，t ---,0， 

n一∞，使得g ( )= ( +tn )、在开平面上内闭一致 

收敛于非常数整函数g( )且有g。’( )≠O． 

分2种情况讨论． 

1)存在的子列{ ( +tnz)}，(仍记为{厂n( + 

tnz)})使得 

(_ ( +taz))一 ( (z +tnz))=-0， 

f3 [L ， (： +f ：))一 (： +f ：] 

2f：x2̈L ( ( +f ))[L(L( +f ))一 ( +f )] 

t：( (： +tnz)一a)[ ( (： +tnz)一a)] ’ 

(2) 

式(2)两边取极限，令 ，l一∞，得 g(3 (：)；0． 

矛盾． 

(2)不妨仅考虑对每个自然数n，都有 

咖 ， ( +tnz))一 ( (： +tnz))≠O． 

取 l∈C．使得g(：1)≠0，g ’(：1)≠O， 

g (：1)≠O．于是 
t'
n[6 ， (： +f ：。))一婶( (： +f ：))]= 

f：[ (： +tn：。))-f ( +f ，)] 
L(z +tnZ1)一a 一 

2f： (-， (： +f ：。))[ ， ( +f ：。))一 (： +tn：。)] 

( 一 ( 一。。J’ 

则有 

l。g I { 丽 f 
一 一∞(，l一∞)， (3) 

同样由 

[ (： +taz )一a)][L(A(： +tnz。)一a)] 

( +tnz1)) 

(n ∞) g( ) ＼“ ’ ／ 

得到 

I 卜 
一 ∞(n一∞)， (4) 

置 (：)= (：+tnz。+ )(n=1，2，⋯)，贝0当n一 

∞时， 

(o)=g (：1)-．g(z1)≠0， ： ’(0)= 

： ’( ，)一∞(I~----pO0)， 

’(o)：去_g： ’(：。)_+o，L ( (o))= 

( +tnz1))一∞． 

于是对R=1／2，Izl<1／2，当／'t充分大时，：+ + 

tazl∈D‘={：：IzI<R} 

应用引理2，并结合(3)(4)．当n充分大时，有 

t(r，h )<C’{ d(r，h )+Ld(r，L(h ))+1}，(5) 

根据引理3有 

(r，h )<C’(A+log+r(p )， (6) 

札(r， 不妨专虑m(r， )' 
根据引理3有 

m(r， {A+log+T }， 
T(p，L(hn))=m(p，L( ))= 

m(P， )<m(p， hllrt)+m(p，n( ． 
因为0( )在G内解析，如果 取一定值，则m(r， 

口( ))必有界，所以m(P，口( ))当R取定值时可看作 
一 常数，所以有 

r(p，L(L(h )))<C {A+log+r(p，h )}， 

贿 m(r' log州 h 
所以有 d(r，L(h ))<C’{A+log+T(p，h )} 

把式(6)、(7)代入式(5)可得： 

(r，h )≤Bl+B2log+ 一=+ 3log+ (p，h )， 

。， ：， ， 与 n无关常数．故有引理 4可得 

T(I／4，h )≤日，H为常数．则有{h (：)}在：=0正规， 

即有 ( )在 =0正规，可得g(z)为常数，矛盾．证毕． 
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Numerical Analysis for Torsion of Prismatic Bars with Sectorial Cross-section 

(C。ue of Resouree and Enviroment Science，Ch。ngqing University，Ch。ngqing 400030，China) 

Abstract：In mechanical design and application，in order to calculate torsion angle and shear stresse of prismat 。bars 

with sectorial cross．section undergoing external couples，the numerical me山od IS presented·The torsion equation IS non‘ 

hom0geneous partial differential equation．First，using the method of separation of variables，torsion stress function 。a 一 

0uired in polar coordinate．Then。the me山od of boundary collocation is improved to calculate the undetermined parame‘ 

ters．Finally,approximate numerical solutions of stress function and shear stresses in cross section are obtained·It ls g 

en山e several calculation results of shear stresses of prismatic bars with different vertex angles．These results show that 

t}le meth0d has sone precision and application feasibility in engineering design．The method of separation of variables is 

combinied with the method of boundary collocation simplified calculation process· 

Key words：torsion：sectorial cross—section；method of separation of variables；method of boundary collocation 
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Differential Polynormial 1l th Analytic Function And Shared Values 

FENG Bin ，YANG Pa／，LIU dia-yinf 
(1．Departmeng of Mathematics，Chongqing University，Chongqing 400030，China； 

2．Chongqing Pharmaeentieal College，Chongqing 400051，China) 

Abstract：Let F be a family of function which are holomorphic in a domain G，and口(≠O)be finite complex value．I￡L 

= +口(z) andfsharedvalue a(IM)，andf= ：口whenf=a．Then F is normal onG· 

Key words：Holomorphic function；normal family；shared value 
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