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摘 要：在先通过引入线性超树的对应二部树的特殊对应性质来刻划超树的顶点与超边的结构，得 

出了线性超树的孤立点数 目的计算公式和一系列推论，从而进一步揭示了度序列与线性超树的关系．然 

后给出了求线性超树悬挂边数 目的可行算法，其算法复杂度仅为 O(IE(T)I )．这对于充实超树的计数 

理论与应用实践均是有益的． 
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1 基本概念 

超图是图的概念的推广，超树是树的概念的推广， 

它们用“图的语言”描述了集合系统．对于研究图所采 

用的方法和所得到的结论，可以做适当的变化和改进 

运用到超图的研究中来⋯．笔者研究一类特殊超图 

(线性超树)的悬挂点及悬挂边数 目． 

定义 1【2 二元组H=( ，E)为一个超图，如果 V： 

{ ， ，⋯， }是有限集，E={巨I i=1，2，⋯，m I是 
m  

的一个子集簇，其中Ei≠ ，1≤i≤m，且 uE。= I I 

：／7,称为超图H=( ，E)的阶， 中的元素称为顶点 ，E 

中的元素称为边．若Ei∈E且 I巨I=1，则称 E 为环． 

在超图H=( ，E)中，与顶点 关联的边的数 目 

称为顶点 的度，记为 d( )或 deg( )．分别用 (日)， 

△(日)表示超图中顶点的最小度和最大度，其中 8H= 

mind( )，AH=maxd( )；用 (日)，△ (日)表示超图中 

顶点的次最小度和次最大度，即除所有 (H)，△(日)外 

剩余顶点的最小度数和最大度数； 

定义2【3 JT称为超树，如果超图 是连通且不含 

有圈的．如果对于超树 中任意两条不同的超边 E 和 

E，都有IEnE，I≤1，则称T为线性超树． 

在超树中把度数为 1的顶点称为孤立点，而把度 

数大于 1的顶点称为分枝点．把线性超树中的边 称 

为悬挂边，如果 IEI I>2且 E。中恰有一点是 E 与其它 

超边的公共点． 

定义 3 超图H=( ，E)的对应二部图为G(日)= 

(y】，y2，E)(这里 】， ，y2是 G的两部分顶点集，E是边 

集)，其中 Y =X，y2=E，(即把超图H=( ，E)中的边 

E看成是 G(H)中 y2的点)，在 G(H)中两点 i∈yl， 

E ∈y2之间连一条边当且仅当在日中 ∈E． 

定义4_3 线性超树的对应的二部图称为对应的二 

部树． 

超图的二部图是研究超图性质的有力工具，它将 

图与超图联系了起来． 

引理 1 ES]设线性超图H=( ，E)有 乃个顶点，m 

条边，c个连通分支．超图 H=( ，E)不含圈当且仅当 

存在下列等式： 
m  

∑(IE I一1)=ns．-c1． 

引理2_6】T是线性超树当且仅当 G( )是树． 

引理 3_6 若 T=( ，E)是线 性超树，无环且 

YE ∈E有 IE I≥2，则 至少有 2条悬挂边． 

2 主要结果 

2．1 关于线性超树孤立点数目的结论 

定理 1设有 m条边的无环线性超树 的度序列 

为(d ，d ，⋯，d )，则 的孤立点总数为： 

g( )= d ‘一2三 +／7,一m+1， 

其中Ui{ ，⋯ 
证明：由引理2可知线性超树 的对应二部图 G( ) 

是树．要计算 的孤立点总数，只需要计算中度数 G( ) 
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为 1的顶点的数 目．因此考察条边，度序列为(d。，d ， 
⋯

，d )的无环线性超树 ，其对应二部图的顶点数 目 

为：／7．+m． 

由于二部树 G( )中共有 ∑u +m个分枝点，显然 

由这些分枝点构成的树 G( )的点导出子 图共有 

∑ +m一1条边．任意一条这样的边在树 G( )中分 

别为两个不同的分枝点各贡献一度，因此∑ i+m一1 

条边共为分枝点贡献2f∑ +m一1)度． 

而 G(T)的分枝点的总度数 d i+ IEi I等于 

G( )中所有与 1度点相关联的边对分枝点贡献的度 

数与由分枝点构成的点导出子图中所有的边对分枝点 

贡献的度数之 2(∑ +m一1)之和 ． 

故有 

g( )=i +i I I一2(
。 

+m一1)· (1) 

对于线性超树T而言，其连通分支数c=1，由引理 1 

可得出： 

． (1Ei I一1)=n一1，即互 I=，l+m一1(2) 

把式(2)带人可得：g( )=
．  

di i+ I E I一 

2(i~u‘+m一1)= +，l+m一1—2 Xuf一2m+2= 

． 

d 一2 +，l一 + ．
_

E
,

u m 1 

至此，定理 1得证． 

推论 1 设有 n个顶点，m条边的无环线性超树 

的分枝点度序列为(d：，d ，⋯，d )，则 的孤立点总 

数为： 
‘ 

． 

g( )：．  

dl一2k+，l—m +1． 

推论 1的证明由分枝点的定义及定理 1易知． 

推论 2 设 k是一个 自然数， 是一棵有 I't个顶 

点，m条边的无环线性超树，它的最大度数为△( )．如 

果 含有k个最大度点，且顶点的次最小度数为6 ( )， 

则至少含有 K(a一 )+(∑ +m)( 一2)+2个孤 

立顶点． 

证明：由定理 1可知 

g(T)= + I i I一2( +m一1) + 
‘= l l= l ‘= l 

(． +m—k)8 2一
． 
i一2m +2=k(△一 )+ 

(． l‘ +m)(6 一2)+2． 

推论3 设 是由c棵无环线性超树构成的有 m 

条边的线性超林，其度序列为(d ，d ，⋯，d )，则 的 

孤立点总数为： 

g(T)=X
．

d i一2 Xu +，l—m +c， 

其中ui=篇 ,i=1,2,---,n． 
推论 3的证明由线性超林的定义及定理 1易知． 

根据定理 1的结论，不难推出下述定理2． 

定理2设有度序列为(d。，d2，⋯，d )，满足关系式 

i

砉 _1)-m+l_0，其中 r 1~
⋯

di> 

， 

=1，2，⋯，17．，且ms，l一1，则存在一棵有 m条边的无 

环的线性超树恰好以(d。，d ，⋯，d )为其度序列(且这 

样的 不唯一)；进一步，如果无环连通线性超图 日 

以满足上述关系式的(d。，d ，⋯，d )为其度序列，则 日 

必是一棵无环的线性超树． 

证明：1)要构造无环的线性超树 ，只需要构造 

出以(d。，d ，⋯，d ，d川 ，⋯d + )为度序列的对应二 

部树 G( )，其中d 2，．『：1，⋯，m．因此首先要确 

定 m和(d川 ，d + ，⋯d + )，由于已知等式成立，故有 

m=∑ (d。一1)+1，且 m sn一1，而由引理 1可知∑ 

d = IE I=，l+m一1，由此可任意确定一组满足上 

述等式 的数 d +。，d +2，⋯，d + ，且 d川 2，．『=1， 

(a)令 1／3=∑I‘i，在 +I'il,个顶点中任意取 h=ttJ+ 

m个顶点{ 一， ，⋯， }作出一棵分别以顶点 { 。， 

⋯

， }，{ + 一， }为不同部的二部树 G( )，具体 

作法如下：(1)由已知等式有 m一113= (d 一1)+ 

1一 = i(d 一2)+1>0，故可在 { + 一， }中 

取 1t3+1个点，不妨设为{ + 一， 2 +。}，把{ + 一， 

+。}、{ 一， }中的点顺次连接，这样就够成了一 

棵只有2个 1度点的树 ，且这 2个 1度点属于点集 

{ + 一， +，}，即 T=( ， )，V={ 。，⋯， 2 +。}， 

E={ +l， 。，Vi +l+ }I 1，⋯，1t3 I；(2)由 有
． i 

=2w，而由已知等式有 m一(1t)+1)=∑ (d 一2)= 

∑ 。 一 ，所以为了使得{ 一， }中点的度数饱和， 即-t{d 

I 

2

=

w

d 1，⋯，1t3}={d，I df>=1，J=1，⋯，17．}，可以在 

的基础上根据点要到达的度数把{ ”， }中的点 

与剩余的m一(1t3+1)个点 { + ，⋯， }相连；显然由 

步骤 (1)、(2)作 出 的 图是 二 部 树，并 且 d 。 

∈{1，2l，i=1，⋯，m； 
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(b)将 G(T’)中的其余 t／,+m—h个顶点分成 m 

个集合 ， ，⋯， 并且使它们满足：I I=d 一 

do． + ， i=1，⋯ ，ra； 

(c)将 里的所有点与顶点 l'l‘J+i，i=1，2，⋯，m 

相连； 

至此，得出了以(d ，d ，⋯，d ，d + ，⋯，d + )为 

其度序列的二部树 G( ’)，再根据 G(T’)可得出对 

应的以(d ，d2，⋯，d )为其度序列的线性超树 ’．显 

然，以(d。，d ，⋯，d )为其度序列的线性超树可以不 

唯一． 

2)假设无环连通线性超图 以满足上述关系式 

的(d。，d2，⋯，d )为其度序列，但 日不是一棵无环的 

线性超树．考察 日对应的二部图可得出： 
1  ̂ m 

n+m一1<E(G(日))=寺( + IE。I)，(2) 

又因为 
^ ^ ^ 

丕 = u +(n一 u )， (3) 

而由已知关系式有 

u = u‘+m一1， (4) 
1 1 1 1 

把式(4)带人式(2)化简得到 

∑d‘=n+，n一1， (5) 

又由引理 1有 
m  

∑d‘I E I=n+m一1． (6) 

所以把式(5)、(6)带人式(2)有 
1 h m 

，I+m一1< (C(H))=寺( + IE。I)=n+m一1． 

至此产生矛盾．综上可知，以满足已知关系式的 

(d。，cf2，⋯，d )为其度序列的无环连通超图 必是一 

棵无环的线性超树． 

2．2 求线性超树悬挂边数目的算法 

如下给出计算无环线性超树 的悬挂边数 目的 

算法： 

设有无环线性超树 T=( ，E)且 VE。∈E有 

I ；I≥2，用 ( )表示其悬挂边总数，用 表示 中 

任意的一条路的边集合，由引理 3可令 (S。)=2．算 

法步骤如下： 

第 1步：从 中任意确定 ．s。，令 S=So，则 由这 

IS。I条边生成 的边导出子图 ．s有 2条悬挂边，即是 

(S)= (．s0)=2，令 n=0； 

第2步：YE ∈E(T)一2，判断 Ei是否与 ．s相交， 

如果是转第三步，否则重新确定边E。； 

第3步：若 E 是与．s的除悬挂边的孤立点以外的 

某一点相连，则 (．s)= (．s)+1，S=S UE ，n=n+1； 

转第五步，否则转第 4步； 

第4步：若 E 是与 ．s的悬挂边的某一孤立点相 

连，则 (．s)= (．s)，S=S UE ，n=n+1； 

第 5步：重复第二至第4步直到 忍=I ( )一 I 

时停止．此时的 S=E( )， ( )= (．s)即为所求． 

下面粗约地估计一下该算法的时间复杂性．本算 

法的主要计算步骤是第 2步到第 4步的循环．对于 

IE( )一．sI中的任意一条超边，它要与已经找到的路 

．s中的I．sI条边分别比较，来判断它是与 ．s的除悬挂边 

的孤立点以外的某一点相连还是与悬挂边的某一孤立 

点相连，故需要 IE( )一．s l1．s I步．因而该算法最多需 

要计算 步，算法的复杂度为o(IE( )1 2)，能 

够在计算机上实现． 

例：求无环线性超树 T=({1，2，⋯，13}，{E ，E ， 
⋯

，E }的悬挂边总数，其中E。={1，2，3}，E ={3，4， 

5}，E3={5，6，7}，E4=(3，8，1 1)，E5={8，9，10}， 

E6={11，12，13}． 

1)从 任意确定 S0=E ，E3，E ，令 S=S。，则由这 

3条边生成的边导出子图有 2条悬挂边，即是 (．s)= 

( )=2．转 2； 

2)令 n=0，由于 E，与 ．s有交点 3，而顶点 3是 ．s 

的除悬挂边的孤立点以外的任意一点，所以 (S)= 

3，S={E1，E2，E3，E4}，n=1． 

3)在 E( )一．s中找出任意一边，不妨设为 E ，由 

于E 与．s有交点8，而顶点8是．s的悬挂边的孤立点， 

所以 (S)=3，S={E1，E2，E3，E4，E5}，n=2． 

4)继续在 一．s中找出任意一边 ，由于 与．s 

有交点 11，而顶点 11是 ．s的除悬挂边的孤立点以外 

的任意一点，所以 (S)=4，S={E ， ， ， ， ， 

}，凡=3． 

5)此时n=I E( )一．s。I=3，停止． 

从而得出无环线性超树的悬挂边总数为： ( )= 

(．s)=4． 

3 结 语 

在应用线性超树的结构进行具体问题分析时，由 

于其规模大和复杂性高的特征，常常不容易清楚地了 

解它的内部结构，而通过引人对应的二部树来研究线 

性超树，对线性超树的结构表示、存储及运算等方面都 

是十分有利的．笔者在此基础上研究了度序列与线性 

超树的关系，同时得出了计算复杂度仅为的求线性超 

树悬挂边数目的可行算法． 
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Normal Families of M eromorphic Functions 

YANG Pai 

(College of Methematics and Physics，Chongqing University，Chongqing 400030，China) 

Abstract：Let F be a family ofmeromorphic functions in a domain D
，
let ≥2，m be two positive in tegers．Let口 ≠0． 

b be two finite complex numbers；and let c( )be a function holomorphic in D such that c(z)≠0 for E D．If，for every 

∈F，all zeros 0f ：)have multiplicity≥m，the number ofall poles 0f_，’(：)in D is at most m and )=口 l厂( )= 

b， z)=0 (z)=c(z)，厂(z)=c(z)jl ‘ (z)I≤ ，then F is normal in D． 

Key words：meromorphic function；normal family；uniform  convergence 
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Isolated Vertice and Hang Edge Number of the Linear Hypertree 

GONG Qu， 
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HE ding 

University，Chongqing 400030，China) 

Abs tract：This paper puts forward another path in proving process
． By using bipartite tree special property to depict the 

vertices and edges of linear hypertree，the authors obmin the counting form ula and a series inferences of the linear hyper— 

tree isolated vertices，thus further the relation of degree sequence and linear hypertree are given
． Th en they give out the 

algorithm of hang‘edges，and the calculated complexity of algorithm is O(I E(T)I )．This is beneficial for the hypertree 

counting theories and the practice． 
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