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摘 要：用杆轴线的自然标架描写空间曲杆小变形静力学问题，不沿袭通常的方法，即不用杆元变 

形几何分析方法推导几何方程，采用虚功方程导出几何方程，因此不受平截面假设的限制．作为结果，论 

文用矩阵形式给出含6个积分常数的内力和广义位移通解的解析表达式． 
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空间曲杆的小变形问题是一个由来久远的理论和 

工程问题  ̈J．对于这个问题，已经发展形成了一套较 

为完好的理论，也发展了相应的有限元算法 J．尽管 

如此，时至今日，空间曲杆小变形问题的几何方程的导 

出结果仍是大同小异的状态l5一 ，相应的通解难于得 

到完好的解析式．针对这两个问题，采用虚功方程为出 

发点，导出了几何方程；用矩阵形式给出了全部问题的 

通解的显式． 

1 挠曲线的自然标架 

线和次法线单位矢量分别记为 e e 和 e ．它们组成 
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引入直角坐标系的基本单位矢量(图 1)，i i 和 

图 1 自然坐标 
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由于标架 e 、en,e 和标架 f 、f：分别是两两正 

交，因此这个3阶矩阵是正交矩阵．显然有标架变换式 

(4) 

将此式代入式(1)， 

叫 
[A] =[K][A]， (6) 

由此可见，正交矩阵[A]满足微分方程(6)． 
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2 内力和静力平衡方程 

小变形状态下，弧坐标为s处，截面的内力在标架 

e。、e 上的分量分别记为 ⅣI、Ⅳ ，分别称为轴 

力、n向切力和 b向切力．截面的内力关于轴心点 0 的 

矩3个分量分别记为 、 、Mb，分别称为扭矩、sO b 

面和sO，，I面内的弯矩．作用于轴线上的等效外力和等 

效外力矩在标架e 、e e 上的分量分别记为 、g g 

和m．、m m ，容易导出杆元的平衡方程，参见图2． 

(N,e。+Ⅳ̂ +N6e6)+qse。+q．e +qbe6=0， 
U  

(7) 

( ，+ +Mbe6)+es (N．e。+N．e + 

Nbe6)+m，e，+m +e +m6e6=0． (8) 

)“ 

Ⅳ，：{ N_̂s j， 口，：i：q：s)， ：[兰 兰r]，c·。 
{N}_[A]{ }_[A]f[A r{q}ds， (11) 

·1 

{ }_{ ：}， (12) 

c =『。0。0 1] M，={三m )，c 14k0 1 0 J [ ]=l —l{}_{ }， () 【m．J 

{ }=[A]{g }一[A]I[Ar[ ]{N}ds一 

[A]I[A r{m}ds， (15) 

这里{g}为积分常数向量 

『g11 1 
{g}={g。：}， (16) 【g13 J 

它表示弧坐标为s=0处截面的内力关于中心的矩在 

标架 i i i 上的3个分量． 

3 虚功方程和几何方程 

设 、 和k。、k。ks分别是与内力 、Ⅳ 和 

、 功共轭的广义应变；u 、u，、u 和 、 分 

别是与载荷 g|、g g 和 m。、m m 功共轭的广义位移， 

那末虚功方程可以写为 

f( 6 +Ⅳ + 6+ 融，+ 融 + 6融6)ds= 

f(g|抛，+g 乩 +吼舰 +m，却，+m 却 +m6却6) + 

[Nsu ] +[Nnu ] +[Nbu ] +[ 。] +[M ] + 

[ 。u，] ， (17) 

这里 

[Ⅳ|u，] =(N．u。) 一(Ⅳ|u，) ：。， (18) 

余类推之．由于引入了剪应变 和 ，这个方程已不 

再受平截面假设的限制． 

为了导出几何方程，用广义位移的变分构成如下 

乘子 

6A

-却|

=6u． e,+ 6u．e． +

+ ：) (19) =却 e，+却 e +却6e6．J 
将之分别与平衡方程(7)和(8)两端点积，两端分 

别相加，对 s完成区间(0，z)上的积分，利用分部积分 

方法，可以将得式改写成式(17)的形式， 

I[̂ 6(u。一／at )+̂ r̂6(u +／at。+丁 6一 6)+Ⅳ66· 

(u 一 + )]ds+f[ 6( 一 )+ 6( + 。+ 

6)+̂ 6( 6— )]ds=』(g。6z +q．6u +qb6Ub+ 

m,F~os+％却 +％却6) +[Ⅳ| ] +[Ⅳ̂ ] +[ ] + 

[ ] +[坂 ] +[ u。] (20) 

比较式(17)和(20)相应的部分，可以得到联系广义位 

移和广义应变的如下几何方程： 

。一 ̈ + s+ 6一 ’ 一 n+ ’1(21) 
k。= 

一  ，k ： + + 6，k6= 一 ． J 

总结起来，得到了如下几何方程 

{￡}={ }’一[ ]{ }+[ ]{p}， (22) 

{k}={ }’一[ ]{ }， (23) 
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gt={ )， 七t={ )， 口t={ )， t={差；)， c24 

4 本构模型与广义位移的同解 

对于无初应力的空间曲杆，如果取等效本构方程 

为如下齐次形式 

{Nl=I CI{￡l，{Ml=[D]{kl， (23) 

或写为 

{￡}=[C] {Ⅳ}，{k}=[D] { }，(24) 

这里三阶矩阵[C]和[D]是与杆的材料及其结构 

有关的刚度矩阵；[C]-1和[D]-1为它们的逆． 

根据方程(21)、(20)与方程(9)、(13)数学结构 

的相同性，利用等效本构方程(24)，广义位移的通解 

可以用矩阵形式表示 

{ }=[A]{，2}+[A]f[A]T[D]I1{M}ds， (25) 

{ }=[A]{g }一[A]f[A] [ ]{ }ds+[A]l[A] 

[C]-1{Ⅳ} ， (26) 

式中{，2}和{g2}为积分常数向量 

{，2l： {g2}： (27) 

J 【g23 J 

它们分别表示弧坐标为处截面的转角和轴线上点 

的位移在标架 、iy,i 上的 3个分量．这样一来，得到 

用 12个积分常数表示的空间曲杆的小变形问题通解． 
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Abstract：Natural coordina te system along the axis of a curved—-rod is used to describe the static problems in small de·· 

formation，an d virtual work equation is in tum utilized to derive the geometric equations of the problems．The general so— 

lution of intemal forces and general displacements in the matrix form with 6 integral constants are given out，without the 

assumption of plane CroSS—section． 
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