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类在无穷远点分支出十个极限环的多项式微分系统’ 
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摘 要：运用一种间接的方法研究了一类七次系统在无穷远点的中心条件和极限环分支问题．首先 

通过变换将原系统在无穷远点的极限环分支问题转化到在原点来研究，从而计算出该系统在原点的前 

98个奇点量，推导出原点成为中心和最高细焦点的条件，最后构造出在原点(即无穷远点)充分小的领 

域内分支出10个极限环的实例，首次证明了七次多项式系统在无穷远点能分支出10个极限环． 
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在多项式微分自治系统定性理论中，无穷远点极 

限环分支问题是一个较困难的问题．目前，多项式系统 

无穷远点极限环分支的研究主要集中在以下的阶实多 

项式微分系统 

警 ( )+( )，)( +)， )“’] 
} (1) 

= ∑ ( )+( +y6)( +y2)“．J 

其中X ( ，Y)， ( ，Y)是关于 ，Y的k阶齐次多项 

式，凡是自然数．对于 n=1，2时的一些特殊情形的系 

统在无穷远点极限环的研究已经取得了一定的成果， 

记，(m)为m次多项式在无穷远点分支极限环的最大 

个数，迄今为止，t(3)≥6[ ，t(5)≥8[ ；但 n=3时的 

七次系统，研究成果非常少，目前最好的结果是 

1(7)≥9 J，文中证明了一类七次系统在无穷远点能 

分支出 10个极限环，即，(7)≥10． 

焦点量的计算是研究系统中心条件和极限环分支 

的一种有效的方法，文献[5]给出了一种新的计算焦 

点量的方法，即将实系统在原点的焦点量计算转化为 

其对应复伴随系统在原点奇点量的计算，这样就使高 

阶系统的焦点量的计算易于实现． 

文中考虑的是下面一类七次多项式系统 

五( ’)，)+墨( ，)，)+(Sx-y)(x2+y2)3,1(2) d 
y = r

l( )+ ( )+( 一 )( +y2) ，J 

这里 X ( ，Y)： ．A ， ( ，Y)= ．B 。 ，A ， 
l+，= 。 l+，= I 

1 奇点量与中心条件 

系统(2)在复线性变换 

= +iy， = —iy，r=it，i= (3) 

化为一类复平面微分自治系统 

生 ： + + +~
21z

2Wdt + 1 ——：口10 +口01 +口30 。+ + I 

~12ZW 2 + ~
03w 3 卜  ’

， l(4) 
警一(6】。 + + +62 =+I 
b12zwz2+bo3z3+(1+ ) ，． J 

其中 
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a3o=(Ao3+iA12一A21一 A3o+ 

Bo3一B12一 B21+B3o)／8， 

a3o=(Ao3一 12一 21+ 3o— 

Bo3一B12+iB21+B3o)／8， 

ao3 (一A03+iA12+A21一iA3o— 

iBo3一B12+iB21+B30)／8， 

bo3=(一A03一 12+A21+ 3o+ 

Bo3一B12一 B21+B3o)／8， 

a21=(一3 o3一 12一A21—3iA3o一 

3iBo3一B12一iB21+3B3o)／8， 

b21=(一3A03+ A12一A21+3iA3o+ 

3iBo3+B12+iB21+3B30)／8， 

a12=(一3Ao3一 12+A21—3iA3o+ 

3iB03+B12+iB21+3B3o)／8， 

b12=(一3』4o3+ 12+A21+3iA3o一 

3iBo3+B12一iB21+3B30)／8， 

ao1=(Ao1一 1o+ Bo1+B10)／2， 

bo1=( o1+／A1o— Bo1+B10)／2， 

a1o=(一A01一 1o— Bo1+B1o)／2， 

b1o=(一Ao1+ 1o+ Bo1+B1o)／2． 

(5) 

z，W 是 夏 ，艾 重 ，且 a12b12≠U． 

从式(5)可以看出系统(4)的系数满足共轭条件， 

即aIj≠b ，称系统(2)和系统(4)互为伴随系统． 

通过变换 

一 南 一 南 ．(6) 
将系统(4)转化为下列系统 

堂dT=(1+ ) +丁3 n
∞ 

"叼 6+ 

( Ⅱ12+丁4 630) H叩 +(手 + 4 621) + 

( Ⅱ30+ 4 612) 叼B+争6∞ "叼挖+ 叼 2+ 

( Ⅱ10+了4 610) 叼 1+争6o1 叼加， 
= 一 ⋯一~／6)n+ 3。，叼” + 

(手612+ ‰)叼H +(争 +手62】)叼 + 

( 630+等 )叼 +争 刀” +手6o1刀 + 

( 。+手 )叼 1+ 。 叩∞ ]． (7) 

化为系统(7)在原点的极限环分支问题，下面只要讨 

论系统(7)在原点的极限环分支情况即可． 

根据计算奇点量的方法 ，利用计算机代数系统 

Mathematica对系统(7)I ：。在原点的奇点量进行计算 

和化简有： 

定理 1 系统(7)I ：。无穷远点前 98个奇点量 

如下： 

= 0， = (621一 )， = (610一Ⅱ1o)， 

28= __(n12n3o—b12b3o)， 

35 
1(3aol a30+n】2b。】一n。】b】2—3b。1630)

， 

(I)若 a3o=b12／3，b3o=a12／3，则 

42 49 56 = 63= 7o = 84 = 91= 98= 0； 

(11)若 a3o≠b12／3，b3o≠n12／3，则 

(一3ao3a~o+ 6 2一 bo3b，。+3b。s6 ， 

49 (一 Ⅱ12b。3+ bOlb12)， 

一  (n2260，一‰6； ( +6： )， 

= 一  (n ，622)(Ⅱ10+6 。)， 

(n； b。 一 6 )( 6。，一4a126 )， 

77 84 91=0， 

=詈n (n ，6 22)' 
当k#7i，i<14，i∈N时， ．在上述 的表达式 

中令 】= 2=·· 一1=0，k=2，3，⋯，98． 

定理2 系统(7)I ：。原点的前98个奇点量均为 

零，当且仅当下列二组条件之一成立： 

( )a2】=b2】，a】0=b b12=3a30，a12=3b30， (8) 

(ii)a21=b21，a1o=b1o，a12a3o=b30 b12，a12 bo1=ao1 

b12，n2
12b03=6 2n03，a12b12≠0． (9) 

证明 从定理 1可以看出充分性是成立的，往证 

必要性． 

由 28=(a12a30一b12b30)／7，a12b12≠0，则存在常数 

r，使得a30=rb12’b30=ral2'代人 35的表达式得 5= 

一 (a12bo1一a01b12)(一1+3r)／14，故 r=1／3，贝0( )式 

成立，否则存在另一常数q，使得a。 =qa ，b。 =qb ， 

往下不难推导出(ii)式亦成立．于是定理 2得证． 
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文献[5]中定义了原点的基本 Lie一不变量，证明 

找出系统(7)l ：。的所有基本 Lie一不变量，由文献 

引理 1 系统(7)l ：。的基本 Lie一不变量有 22 

口10，6-。，n2-， -， 、 

，6 6∞，屹 ， 6∞， 6l2％，6∞口l2b30，aolbtBal2，bol口∞bl2．J 

定理 3 系统(7)l ：。原点所有的奇点量为零的 

(4)l ：。原点的中心条件． 

如果条件条件(i)成立，则系统(4)l ：。是 Hamil一 

可知口30=rb12，b30= 12，口01 qa12，b01 qb12，将其带人 

(10)式中并考虑(9)式其它的条件，可得系统(7)l ：。 

的所有基本 Lie一不变量是对称的，即系统(7)l ：。满 

足广义对称原理 ．因此上述的任意条件成立均能导 

出系统(7)I ：。原点的所有奇点量为零． 

推论 1 系统(4)l ：。的无穷远点为中心当且仅 

2 焦点量与奇点量之间的关系 

署多=一 一 + ( ' )’1 ， 
=一 一却+ ( ，田)．J 

在极坐标变换 =pcosO， =psin0下变为 

麓 ， ， 

对于充分小的h，方程(11)满足初始条件P l = 

h的解记为P=P(0，h)=∑
．  

(0)h ，其中 (0)= 

e 一
， (O)=0，m：2，3，⋯．系统(2)在原点的第0个 

焦点量为 (21T)一1，即e-27r6—1，第 个焦点量为 

2 +1(2 )，k=1，2，⋯． 

据文献[3，定理2．3]有 

引理2 如果 + (2 )是系统(11)l ：。原点的 

第m个焦点量， 是系统(11)l ：。的伴随系统原点的 

第m个奇点量，则 

1 

2 1(2 )，m =1，2，⋯ ． (13) 
’II 

从引理2可以看出系统(11)l 。在原点的焦点量 

与它伴随系统的奇点量之间的关系，由此系统(7)l ：。 

的伴随系统焦点量的计算可转化为系统(7)l ：。的奇 

点量的计算． 

3 极限环分支 

由定理 1和定理 3易得 

定理4 系统原点为98阶细奇点，即 = ：=⋯ 

=／x97=0，／x98≠0的充要条件是 

口10 = b10 = 0，。01= b01=0， 

口2
12b03≠ 6 2口03， =0， 

口21= b21= 0，。30= b30= 0， 

ao3b03= 4a12b12，G12b12，a12b12≠ 0 ． 

且细奇点的最高阶数是98阶． 

(14) 

推论2 系统(7)l ：。的伴随系统原点为98阶细 

焦点当且仅当(14)式成立，且98阶是细焦点的最高 

阶数． 

由定理 1和推论 2，现构造出扰动系统(7)在原点 

分支出1O个极限环的实例如下： 

定理5 如果系统(7)的系数满足 

口21= 3一 9，b21= 1，口1o=一 2+ 8，b1o = 1o， 

口12 =b12= 1， =一 10， 

口30= 5+ 7，b30=一a3o
，
口01=一 4+ 6，b01=一ao1

， 

口∞ =2i— 1，b∞ = ． 

(15) 

(相应地系统(2)的系数就由(5)式确定)，其中 是 

满足0<占 。《 9《⋯《 1《1的小参数，则系统(7)的 

伴随系统在原点充分小的领域内将产生 10个极限环． 

证明 由定理 1及 (2 )一1=e 稍一1与(15) 

式，经过细致的计算有 
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)一1= D+0 )， 

( )：[一 2耵+(cJl(~1~2Cs,Ca~5~6~7Cs~9)]岛+。(岛)， 

9 

vA2~)=[_三’耵+(￡】2( 1 局 岛岛向 岛) +。( )， 

9 

( )=[一-三_耵+ ( 1 局 岛岛西 局)k+。(句)， 

( =[ 2耵+咄( 
1 局函岛岛向 岛)k+。(岛)， 

vA2~)=[一 耵+ ( ,e2,e3,e4,e5,e6,e7,es~)]e5+。(岛)， 

( )=[ 2耵+ ( 岛岛向 局)k+。(自)
， 

1B
( )=[一 2耵+ ( 1 向岛磊 岛)k+。(岛)， 

留㈤ =[ 耵+ ( 局 岛磊西 局)k+。( )， 

( )=[一 耵+(cJl( 局向岛岛向 岛)] +。( )， 

( )=面3耵+。(1) 

其中 ( l， 2， 3， 4， 5， 6， 7， 8， 9)在(0，0，0，0， 

0，0，0，0，0)解析且 (0，0，0，0，0，0，0，0，0)=0，i= 

1，2，⋯ ，9． 

由(16)式 得 14f _1]+1(2,rr)14m+1(2,rr)<0，I 

14f 一1)+1(2,rr)I《I 14 +1(2,rr)I(m=1，3，4，5，6，7，8， 

9，10，14)，根据经典的Buatin理论可知系统(7)的伴 

随系统在原点充分小的领域内经微扰至少可分支出 

10个极限环． 

推论3 系统(2)在无穷远点充分小的领域内经 

微扰可分支出 10个极限环． 

推论3首次证明了七次多项式系统在无穷远点分 

支出 10个极限环的结果． 
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Polynomial Differential System with Ten Limit Cycles at Infinity 
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Abstract：An indirect method is used to study bifurcations of limit cycles at infinity for a class of seventh—order polynomi— 

a1 differentia1 svstern．First．the problem for bifurcations of limit cycles in the system at infi nity is transformed into that 

at the origin．By the computation of fist 98 singular quantities．the conditions of the origin(correspondingly，infinity)to 

be the highest degree fine focus are derived．Finally．the system that bifurcates nine limit cycles in the neighborhoo d of 

infi nity is constructed．which is proved that ten limit cycles can bifurcated at infinity for a class of seven—order polynomi— 

al system firstly． 

Key words：infi nity；singular quantity；focal value；bifurcation of limit cycles 
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