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摘( 要：对线性约束的一般非线性规划问题进行了研究，在算法中提到的起作用集策略，与常见的

起作用集算法相比较；在迭代过程中求解等式约束子问题时采用了降维算法，而对于不等式约束子问题

采用了起作用集算法。通过数值试验，说明了算法的有效性。算法对于求解非线性约束非线性规划问

题提出了一种新思路，将非线性约束线性化，解决一般此类问题。
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#( 一般等式约束非线性规划

考虑问题：
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引理 #［#］( 设 ""#’( 是（@2O）的最优解，! 和 &

连续可微，若矩阵 %（""）是非奇异的，则有

!（""）Q（,（""）K #-（""））+.（""）。

引理 *［#］( 如果方程组

!（"）Q（%（"）K #$（"））+"（"），

#（"）Q "{ ，
（#）

的解 "" 使 ,（"" ）非奇异，则 "" 是等式约束问题

（@2O）的 /—+ 点，且对应的 /—+ 乘子

! Q K（%（""）K #）+"（""） （*）

注：%（"），$（"），!（"），"（"）中变量 " 的分量下

标不一定连续。

*( 含不等式约束的二次规划

*$ #( 考虑问题：

( （@UO）L6/ !（"）Q #
* "+&" T &+"
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! 其中：" "
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! 对称! ( "
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1
)*#，)*$ ⋯ &









*’

! ! ! ! & "（&#，&$，⋯，&’）
%；

! ! ! ! % "（%#，%$，⋯，%*）%；

令 #（$）" !$ & %
则! #（$）" !，

! ! ! ! ! +（$）""$ ’ & （(）

设 ! 中有一个 * 阶非奇异子块（ ,（!）"*）
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其中：.!，/##｛#，$，⋯，’｝；.!2/#；｛.#，.$，⋯，.*｝3｛/#，

/$，⋯，/0｝"｛#，$，⋯，’｝

由式（(）得
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""*$ ’ &%* 。

令 4 "- & #5! 则式（#）变成：

（60 & 476*）$ " 47&%* & &%0
($ "{ %

对增广矩阵（!，&）作行的初等变换得出一个与

($ " % 等价的线性方程组 (%$ " %%，要求 (%中有一个

, 阶单位矩阵 8,其中 , " 秩 (%（ ,$*），这时取 - " 8,，
0 " ’ & ,
同前面一样式（#）变成

（60 & 576,）$ " 57&%, & &%0
(%$ " % }%

， （)）

令 !# ""0 &$
7", ! ’# "$

7&%, & &%0
则式（)）可写成

($ "’ （*）

其中! ( "
(#

([ ]% ! 9 "
9#

&[ ]%
若式（*）的解是 $%，则由引理 $，$%是（+,-）的 : & 7
点，且由式（$）有 : & 7 乘子

!% " &（6,$% ’ &%, ） （.）

算法 #［)］：输入数据：矩阵 " 和 !，向量 ) 和 &"
/012#" 确定矩阵 $，";，",，)%, ，)%0 !%，&%

/012$" 构造线性方程组

（"0 &$
76,）$ "$

7)%, & )%0
!%$ " &{ %

（3）

/012(" 求解线性方程组（3），并输出解 $。

$" $! 考虑问题

（4,-）! 567 +（$）" #
$ $7"$ ’ )7$

! ! !" #! ).
7$ " %.，! . " #，$，⋯，*<

).
7$$%.，! . "*< ’ #，*< ’ $，⋯，*

其中 " 是 ’ 阶对称矩阵，&#=’

定义指标集［*］5 " ｛#，$，⋯，*｝；> "｛#，$，⋯，

*<｝；8（$%） " ｛. 8 ).
7$% " %.，. "*< ’#，*< ’$，⋯，*｝

算法 $［$］：输入数据。矩阵" 和 !，向量 ) 和 &，集

合 >"
/012#! 给出初始可行点 $9

令 1：" 9，* " >3 8（$1）! 8（$1） " ｛/ 8 )/
7$1 & %/

" 9，/#5 :>｝，

: " ｛/ 8 )/
7$1 & %/ ; 9，/#5 :>｝，且满足 ?2"。

/012$! 解等式约束二次规划问题：

! （+,-）1 ! 567 +（$）" #
$ $76$ ’ &7$

! ! !" #! ).
7$ " %.，! .#?。

由算法 # 可解得$1 ’ #。

/012(! 判断，若 ).
7 $1 ’ # & %.$9，4.#5 :?，则$1 ’ #

是（4,-）的可行点且是（+,-）1 的 : & 7 点，$1 ’ #："
$1 ’ #，转 /012)。

否则，令 @ "｛/#: 8 )/
7 $1 ’ # & %/ < 9，/#5 :?｝，

选取 # " 567
/#@

&（)/$
1 & %/）

)/（$1 ’ # & $1）
"

&（)/
7$1 & %/）

)/
7（$1 ’ # & $1）

，$1 ’ #

" $1 ’ #（$1 ’ # & $1），

8（$1 ’ #）：" 8（$1）3｛/1｝，:：" : :｛/1｝，?：" 8
（$1 ’ #）3>，1 " 1 ’ # 转 /012$。
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!"#$%& 将 !" ’ ( 作为式（)）的解代入式（*）求出

!"，转 !"#$)
!"#$)& 若 ! #

’ (.+，4## $（ !" ’ ( ），停机，输出解

!" ’ (，否则转 !"#$*。

!"#$*& 令 ! #" , -./｛! # 0 ! # 1 +，## $（ !" ’ ( ）｝，转

!"#$2
!"#$2& $（!" ’ (）：, $（!" ’ ( ）3｛#"｝，%：, $（!" ’ ( ）

3 &，& ’：, ( 3%& "：, " ’ (，转 !"#$4。

5& 混合线性约束的非线性规划

考虑问题

（ 678）& -./ )（!）

& & *+ ,& -#
.! , /#& # , (，4，⋯，01

-#
.!$/#& # ,01 ’ (，01 ’ 4，⋯，0

其中：& ,｛(，4，⋯，01｝；( ,｛01 ’ (，01 ’ 4，⋯，0｝

；起作用约束集 $（!）,｛# 0 -#! , /# & ##&3(｝。

2 ,｛!#34 0 -#
.!$/#，##(，-#! , /#，##& ｝为问

题（678）的可行域，目标函数 )（!）为一般非线性函数

且 )#54。

将 )（!）在 !" 处二次逼近，由（678）立刻得出

& （9:8）" & -./ 6（7"）,0)（!"）.7" ’
(
4 7"0

4 )（!"）7"，

& & & *+ ,& -#7" ’ -#!
" ; /# , +，##&，

& & & & & -#7" ’ -#!
" ; /#$+，##(，

其中& 7" , ! ; !"。

从而，对于问题（678），可以提出如下算法。

算法 5：!"#$( 输入数据。函数 )（!），!（约束系数

矩阵），"（约束向量），&（ 等式约束指标集），89*（ 等式

约束数目），0（不等式约束数目），(&（不等式约束指

标集），迭代精度 "。

!"#$4& 给 出 问 题（ 678）初 始 可 行 点 !(，问 题

（9:8）" 的 初 始 可 行 向 量 7(（ 7( , !% ; !(，!% 为

（678）的另一可行点），差分步长 :，置 "：, (。

!"#$5& 用差分法求目标函数 )（!）的梯度0)（!"）

/)（!"）

/!#
, )（!" ’ ;）; )（!" ; ;）

4:

其中：; ,（+，⋯，:
#
，⋯，+），# , (，4，⋯，4

令 6" ,0)（!"），转 !"#$%。

!"#$%& 用差分法［*］求目标函数 )（ !）的 <#==# 矩

阵04 #（!"）

/)（!"）

/!#!<
,
#( ; #4 ; #5 ’ #%

%:4 ；#，< , (，4，⋯，4

#( , )（!" ’ ;），#4 , )（⋯，!"
# ; :，⋯，!"

< ’ :，⋯），#5
, )（⋯，!"

# ’ :，⋯，!"
< ; :，⋯），#% , )（!" ; ;），

其中：; ,（+，⋯，:
#
，⋯+），# , (，4，⋯，4。令 ="

,04 )（!"），转 !"#$)。

!"#$)& 利用算法 4，解含不等式约束的二次规划

问题

（9:8）" & -./ 6（7"）,0)（!"）.$% ’
(
4 $%0

4 )（!"）$%，

& & *+ ,& -#$% ’ -#!
" ; /# , +，##&，

& & & & -#$% ’ -#!
" ; /#$+，# ,01 ’ (，01 ’ 4，⋯，0，

& 可解得向量 $% & 转 !"#$* 。

!"#$*& 判断 0 0 $% 0 0 ，若 0 0 $% 0 0 1 "，输出解 !" ’ (：

, !" ’ $%，停机。

否则& !"：, !" ’ (，转 !"#$5 。

注：若知道函数的表达式可直接求它的梯度和 <#==#
矩阵代替 !"#$5，!"#$%。

%& 算例

算例 (：-./ )（ !）,（ !4 ; !(
4 ）4 ’（( ; !( ）4 ’（ !5 ;

!4
4）4 ’（( ; !4）4

& & *+ ,+ >!( ’ *!4 ’ !5 ; (++ , +
& & & ; (+!( ; 4+!4 ; !5 ’ (++$+
& & & ; %+ ’ !( ’ 4!4 ’ %!5$+
计算结果见表 (。

表 (& 算法 5 求解算例 ( 的迭代结果（迭代步长 : , ++ +(）

迭代次数 !" $（!"） )（!"）

+ ［(+++++ +& (++++ +& %++++ +］ ｛(｝ >?>(+ +++ +

( ［ *+2%4 +& )+?25 *& %++?+ 5］ ｛( 5｝4)%?+ *>4 %

4 ［ *+*+( >& )+?*+ 2& )+%(> 4］ ｛( 5｝45(%+ >%2 +

5 ［ *+*++ >& )+?*4 4& )+%(? 2］ ｛( 5｝45(%+ >%* 5

其中 !"，$（!"），)（!"）分别表示迭代点，起作用约

束集，目标函数值。

利用软件 6@"A@B*C ( 求得的结果：

!% ,［*+ *++ >5+，)+ ?*4 ()?，)+ %(? *?>］，最优值

为 )>-? , 4 5(%+ >%*

算例 4：-./ )（!）, (
5 =./5（!( ; !4）4 ’ 4

5 # ;5!44 ; 4
5 A/（(

’ !4）* ; 4!(，

& & *+ ,+ !( ’ !4 , 4
& & & ; !( ’ 4!4$4

计算结果见表 4。
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表 !" 算法 # 求解算例 ! 的迭代结果（迭代步长 ! $ %" %&）

迭代次数 #$ %（#$） &（#$）

% ［&" %%% %" &" %%% %］ ｛&｝ ’ (" )#* )#( #

& ［%" *)+ ," &" %!& ,］ ｛&｝ ’ (" )(% !,+ -

! ［%" *+% %" &" %!% %］ ｛&｝ ’ (" )(& #+) !

# ［%" *+% %" &" %!% %］ ｛&｝ ’ (" )(& #+) !

利用软件 ./01/2 -3 & 求得的结果：

#% $［%" *+% %，&" %!% %］，最优值为 45/1 $ ’ ("
)(& #+) !
算例 #：678 978（ #& : #! : ## ）: ’ ’（#& : #!） ’ 18（& : ## ）

’ !#!，

" " (" )" #& : #! : ##$&
" " " " ’ #& ’ !#! ’ ###$ ’ !
" " " " ’ !#& : ##! ’ ##$ ’ %" ,

计算结果见表 #。

利用软件 ./01/2 -3 & 求得的结果：

#% $［%" #++ ++*" %" !!! !!!" %" #++ ++*］，最优

值为 45/1 $ %" ++- )() **。

表 #" 算法 # 求解算例 # 的迭代结果（迭代步长 ! $ %" %&）

迭代次数 #$ %（#$） &（#$）

% ［%" !%% %" %" &%% %" %" -%% %］ ! &" %-( -
& ［%" &+! #" %" &,! &" %" ,*& )］ ｛!｝ %" *), ,
! ［%" (%& ," %" &*) %" %" (%& ,］ ｛&，!｝ %" *!+ -
# ［%" #+- #" %" !!& -" %" #*! &］ ｛&，#｝ %" ++) -
( ［%" #++ *" %" !!! !" %" #++ *］｛&，!，#｝ %" ++- )
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