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摘( 要：利用上、下解方法及不动点理论研究了一类反应项非单调的时滞反应扩散方程组，构造了

非单调反应项的上、下控制函数，并证明了所构造的函数满足 O6N:?36;K 条件及单调性，克服了反应项非

单调无法利用单调迭代方法的局限性，为讨论反应项非单调的微分方程提供了一种有效方法，并获得了

此系统边值问题周期解存在性的充分条件，推广了已有的一些结果。
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( ( 反应扩散方程的周期解已被许多学者所关注，关

于其周期解的存在性、唯一性及稳定性的研究已有许

多工作，各种结果被建立［#B!］’ 对于含时滞的反应扩散

方程，由于时滞的出现使其与不含时滞的反应扩散方

程在性质上有很大差异，其周期解的研究更加困难，但

含时滞的反应扩散方程能更好地反应模型的时间特性

和空间特性’ 基于此，近年来，人们对时滞反应扩散方

程的 研 究 日 益 重 视，关 于 其 周 期 解 的 结 果 不 断 涌

现［GBF］，然而，在这些研究中，反应项单调或拟单调是

一个必要条件，但反应项非单调情形是一种普遍现象，

研究这种情形下周期解的存在性具有重要意义’
考虑下述时滞反应扩散方程组的边值问题
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其中 !)!/ 是一个有界开区域，且有光滑边界#!；%"

是一个二阶微分算子，定义为
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+" 是一个边界算子

+"!" & !"（ " & #，*，⋯，)），

或者

+"!" &
#!"

#4
$ #"（(，#）!"（ " & #，*，⋯，)）。

#!"

#4
表示 !" 在#! 的外法向导数，!"# R !"（(，# S 5），5)

［ T 6，"］，若 6 R "，意味着系统（#）不含时滞。

文献［C］讨论了系统（#）的特殊情形
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!，’，,，8 是数量值或向量值函数，! R !（ #，(），!# R !（ #
T 5，(），时滞 5 U "9 利用单调方法获得了方程（*）在反

应项 ’（!，!#）对 !# 单调时，存在唯一周期解的充分条

件9 文献［G］中讨论了式（#）当反应项非单调但不含时

滞时周期解与概周期解的存在唯一性，而文献［H］中

讨论了式（#）在反应项 ’"（(，#，!"，!#）关于 !# 单调时周

期解的存在稳定性9 通过构造上、下控制函数，利用文

献［H］的思想，证明了系统（#）当反应项 ’"（(，#，!"，!#）

对 !# 非单调时周期解的存在性9

#( 预备知识

引理 #［H］令 :（(，#）);（! V［"，$］），:（(，#）%"
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且 !（"，#）不恒为零，若 !（ "，#）;!，（ "，#）)#" "［!，

#］，假使 $)%#，$（" "［!，#］）9%（" "［!，#］）且满

足下述不等式
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则
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% % 进而，若
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或者
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则
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% % 设函数 /(（"，#，$(，$$$，⋯，$0$） , /(（"，#，$(，%）是

" )［!，#］) ! ) %（［ 1 2，!］，!0）上的连续函数，记
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2，!］｝，其中! , / 0

( , $
［4(，5(］, 4，[ ]5 ，

对 $(：" " !，[ ]# (［ 4(，5( ］，" ) "，# )［ !，

#］，%)3!，

定义

6(（"，#，$(，%）, &’(
4$’$%

/(（"，#，$(，’），（( , $，#，⋯，0），

7(（"，#，$(，%）, )*+
%$’$5

/(（"，#，$(，’），（( , $，#，⋯，0），
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假设

（8$）对每一个 9 - !，存在 : - !，使得
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’%（&）’ $；$(，-( 均为从

" "［!，#］到［4(，5(］的连续函数；’$’$ , /01｛2 $$ 2，
⋯，2 $0 2｝。

（8#）如 果 % ) %（［ 1 2，!］，!0），满 足 %（&）

)!，1 2$ &$ !，且 %(（!）, 4(（或 %(（!）, 5(），

那么 /(（"，#，$(，%）% !（或 /(（"，#，$(，%）$ !），对一切

$(：" )［!，#］(［4(，5(］及（"，#）) " )［!，#］成立

（ ( , $，#，⋯，0）。

引理 #［3］% 如果 /( 满足（8$ ），（8# ），那么 6( 和 7(

也满足（8$），（8#），且对 % 单调不减。

证% 因为 /( 满足（8#），若%)3!且%(（!）, 4(，

则有 6(（"，#，$(，%）% /(（"，#，$(，%）% !，若 %(（!） ,
5(，则有 /(（"，#，$(，’）$ !，4$ ’$ %，’(（!）, %(（!）

, 5(，于是由定义得 6(（"，#，$(，%）$ !，同理可证 7 也

满足（8#）。

设 %，’) 3!，%% ’ 且 %(（!）, ’(（!），由定义

显然有 6(（"，#，$(，%）% 6(（"，#，$(，’），同理 7(（"，#，
$(，%）% 7(（"，#，$(，’），即 6(，7( 对 % 单调不减> 为证

（8$），不妨设 4 , !，即! ,［!，5］，对 )，%)3!，令

! $ ’0 $ %，’0
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使得 6(（"，#，$(，%）, 4)/
0(5

/(（"，#，$(，’
0）> 对每一个 0%

$，令 ’0
?（&）, /01｛!，’0

?（&）& ) ?（&）1 %?（&）｝，（ ? ,
$，#，⋯，0）则 ’0 连续，’0

(（!）, )(（!），且 !$’0$) 对

0%$ 成立，所以

6(（"，#，$(，%）1 6(（<，=，-(，)）,
4)/
0(5

/(（"，#，$(，’
0）1 6(（<，=，-(，)）$

4)/
0(5

［ /(（"，#，$(，’
0）1 /(（<，=，-(，’

0）］$

4)/
0(5

:（ ; " 1 < ; ( &; # 1 = ;
(
# &

; $( 1 -( ; & ’’0 1 ’0’#）。

% % 又易知 2 ’0
?（ &）. ’0

?（ &）2$ 2 ) ?（ &）. %?（ &）2，
&)［ . 2，!］% （ ? , $，#，⋯，0），于是 26(（"，#，$(，%）.

6(（<，=，-(，)）2$:（ 2 " . < 2 ( 6 2 # . = 2
(
# 6 2 $( . -( 2 6’

) . %’#），即 6 满足（8$），同理可证 7 满足（8$）。

定义 $% 如果存在一对 # . 周期函数 "$，$7)［%#，$·
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则 "!，!! 分别称为式（"）的 ! # 周期上、下解。

假设

$"）系数函数 "（ #）
$%（&，’）% "（ #）
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)& ) "，" ) "
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正常数 0 使得对任意（&，’），（1，’）)# ’［(，!］，!#，2#
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其中 !’ %（!"’，⋯，!+’）。

显然，问题
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有唯一 ! # 周期解 ;#（&，’）。

若令 2 % ! # ;，即 2# % !# # ;#（ # % "，&，⋯，+），

则有
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这里
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因此，不失一般性，可设系统（"）、（,）中 *#（ &，’）%
(，（ # % "，&，⋯，+）。

首先把问题（"）纳入适当的泛函分析框架，令
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"
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&

（# ’［(，!］）且关于 ’ 以 ! 周期（ # % "，&，⋯，+）｝对任

意 !)=，边值问题
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有唯一 ! # 周期解 2 %（2"，⋯，2+），这就定义了一个线

性算子 >：=(= 为 2 % >!。

由线性抛物型方程解的 8? 估计知：存在不依赖于

! 的常数 )"，使得

’2’= $ )"’!’=2，!) =，

即算子 > 将 = 中的有界集映入 =2中的有界集，而 =2

中的有界集是 = 中的列紧集，故线性算子 > 是 = 上的

紧算子。

易知，! %（!"，!&，⋯!+）是边值问题
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<

的一个 ! # 周期解等价于 ! 是算子方程 ! % @! 在 = 上

的一个解，这里
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0
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并且 @：=(= 是一个紧算子。

,+ 周期解的存在性

定理 ,< "+ 设式（"）有一对 ! # 周期上、下解 "!（&，

’），!!（&，’）且 "!（&，’）%!!（&，’），

（&，’）)# ’［(，!］，则式（"）存在一个 ! # 周期解

!（&，’）满足

!!（&，’）$ !（&，’）$ "!（&，’），（&，’）) # 9 !。

+ + 证 + 对任意 !)= 满足 !!$!$ "!，考虑 2 % @!，

由于
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0
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则有
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6 8#2# 6 02# . /#（&，’，!#，!(）6 0!#，

（ # . "，&，⋯，+）。

令 ; % 2 # !!，即 ;# % 2# # !! #（ # % "，&，⋯，+）则有
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#!"
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$ %"!" $ &!( )" ’ #(! "
##

$ %"(! " $ &(!( )" %
)"（*，#，("，(#）$ &(" ’ +"（*，#，(! "，(! #）’ &(! " %

+"（*，#，("，(! #）’ +"（*，#，(! "，(! #）$ &（(" ’ (! "）% "

由引理 #，于是 ,%"，即 !%(!- 同理可证 !$ "(，所以

(!$! $ .($"(。

由线性抛物型方程解的 %/ 估计知，存在不依赖于

( 的常数 &#，使得 !" $ .(")0!，
!
%（" &［"，#］）（ " $ #，

%，⋯，1），且’!’2$&#，令 3 $｛(（*，#）：()2，(!$(

$ "(，’ ( ’2 $ &# ｝，则 3 是 2 中 的 闭 凸 集，且

.（3）=3，紧算子 . 把 3 映入 3，由 ’()*+,-. 不动点定

理可知，算子 . 在 3 中有一个不动点，即式（#）有一个

# / 周期解 (（*，#）满足

(!（*，#）$ (（*，#）$ "(（*，#），（*，#）) " 4 !-
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*>, @+*;9M:>:=:>-7 1 ;:.= :? -??-(=9U- M-=):, :? ;=+,L9>c ,9??-.->=9*< -@+*=9:> N9=) >:>M:>:=:>- .-*(=9:> =-.M 9;
c*9>-,7 X= 9; ;):N> =)*= A-.9:,9( ;:<+=9:>; :? =)9; ;L;=-M -_9;= N)-> .-*(=9:>H=-.M 9; >:= M:>:=:>- *>, =)- B:+>,*.L U*<+-
;L;=-M )*; * A*9. :? (:+A<-, #H+AA-. *>, <:N-. ;:<+=9:>;7
<’4 6*-.%：,-<*L； A-.9:,9( ;:<+=9:>； +AA-. *>, <:N-. ;:<+=9:>； .-*(=9:>H,9??+;9:> ;L;=-M;； ?9_-, A:9>=
=)-:.-M；-_9;=->(-

（编辑e 侯e 湘）
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