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摘( 要：在 )980//&6//0 值分布理论和现代许多学者在亚纯函数惟一性方面所获得的结果的基础

上，考虑在涉及权分担的情况下进一步讨论了两个集合的亚纯函数的惟一性问题。证明了：对于任意两

个非常数的亚纯函数 ! 和 "，只要按权 # 分担集合 $ 和 MN 分担｛O ｝，就必有 !;"。此结果推广了仪洪

勋教授一个结果。
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#( 引言和主要结果

采用值分布论的标准记号，参阅文献［#%*］。

设 ! 和 " 是两个非常数亚纯函数，$ 为一个具有不

同元素的复数集合，& 为任意复数，# 为任意整数且

#%#。’#（$，!）表示 ! R & 的所有零点，当零点的重数 (

$# 时，计 ( 次；当 ( S # 时，则 仅 计 # T # 次。若

’#（$，!）U’#（$，"），则称 ! 和 " 按权 # 分担 $。记为：! 和

" 分担（$，#）。特别地，当 $ U｛&｝时，若 ’#（&，!）U

’#（&，"），则称 ! 和 " 按权 # 分担值 &。记为：! 和 " 分

担（&，#）。特别地，当 # U O时，! 和 " 按权 # 分担 $，即

为 ! 和 " 2N 分担集合 $。

仪洪勋在文献［!］中，方明亮和徐万松在文献［F］

中分别独立解决了 V’ W.%:: 在 #G+I 年提出的问题［C］，

并将结果推广到亚纯函数。

令：$ U｛))*：&)+ R +（ + R #）)* T *+（ + R *）,) R

（+ R #）（+ R *）,* U "｝，其中 &，, 为两个非零复数且满

足 &,+ R *+*。

-（)）. &)+ / +（+ / #）)* 0 *+（+ / *）,) /

（+ / #）（+ / *）,*， （#）

1（)）.

&)+

+（+ / #）)* / *+（+ / *）,) 0（+ / #）（+ / *）,*
.

&)+

+（+ / #）（) / !#）（) / !*）
， （*）

( ( 其中 !#、!* 是方程 +（+ R #）)* R *+（+ R *）,) T

（+ R #）（+ R *）,* U " 的两个判别根。

12（)）. （+ / *）&)+/#（) / ,）*

+（+ / #）（) / !#）*（) / !*）* ，（!）

1（)）/ # . -（)）
+（+ / #）（) / !#）（) / !*）

，（F）

从式（!）和（F）知，多项式 -（)）仅有单零点［I］。

定理 #［I］( 设 $ U｛))* -（)）U "｝，-（)）如

式（#）中给出，其中 +%D。若 ! 和 " 满足：’（$，!）U

’（$，"）和’（｛O｝，!）U ’（｛O｝，"），则 !;"。

定理 *［+］( 集合 $ 如定理 # 中所定义，其中 +%

#!。若 ! 和 " 满足：’（$，!）U ’（$，"）和’（｛O ｝，!）U
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!（｛!｝，"），则 #;"。

文中推广了仪洪勋的结果（定理 "），证明了如下

结果：

定理 #$ 集合 $ 如定理 " 中所定义，若 # 和 " 分担

（$，%）和 !（｛! ｝，#）% !（｛! ｝，"），则当下列条件之

一成立时，必有 #;"。

"）%%&，&%’；$ $ &）%%(，&%)。

从定理的结论 &）可以看出，当 % % !时，即为仪洪

勋在文献［*］中的结果。

&$ 一些记号和引理

为了证明定理 #，需要以下的一些记号和引理：

# 和" 如定理 # 中所定义，令 ’ % (（ #），) % (（"）。

则

’ * +#&
&（& , "）（ # , !"）（ # , !&）

，

) * +"&

&（& , "）（" , !"）（" , !&）
}

，

（(）

’- * （& , &）+#&,"（ # , .）& #-
&（& , "）（ # , !"）&（ # , !&）&，

)- * （& , &）+"&,"（" , .）&"-
&（& , "）（" , !"）&（" , !&）&









。

（*）

$ $ 设 ’ 为非常数亚纯函数，% 为正整数且 %%"。

/%） 0， "
’( )+ " 表示 ’ 的 " 值点中重数小于等于 % 的点

的密值量。/（% , " 0， "
’( )+ " 表示 ’ 的 " 值点中重数大

于 等 于 % , " 的 点 的 密 值 量。 同 样 可 定 义

/% 0， "
)( )+ " ，/（% , " 0， "

)( )+ " ，⋯。’ 的 " 值点中重数

大于或等于 % , " 的点，且在这些点处 ’ 的重级大于 )

的重级，就用/1
（% , " 0， "

’( )+ " 表示这些点的计数函数。

同样可定义/1
（% , " 0， "

)( )+ " 。

引理 "［"］$ 设 # 为非常数亚纯函数，& 为正整数，

则有 / 0，"
#（&( )） $/ 0，"( )# , & /（ 0，#）, $（ 0，#）。

引理&［"］$ 设 #为非常数亚纯函数，(（ #）* 2（ #）
3（ #），

其中 2（#）*!
4

5 *-
+5 #

$5，3（#）*!
6

7 *-
.7 #

7是两个互质的关于

# 的多项式。系数｛+5｝、｛.7｝分别为 # 的小函数，且 +4（8）、

.6（8）均不恒等于零。则 9（0，(（#））$./0｛4，6｝9（0，#）:

$（0，#）。

引理 #［#］$ ’ 与 ) 为两个非常数亚纯函数，; 定

义如下：

; * ’<
’- , & ’-

’ , " , )<
)- , & )-

) ,( )" 。 （1）

若 ;;-，则 !（"，’）% !（"，)）。

引理 2$ ’ 与 ) 为两个非常数亚纯函数，若 ’ 与

) 按权 % 分担 "，% 为正整数且 %%&，则有

/ 0， "
’ ,( )" : / 0， "

) ,( )" $ /"） 0， "
’ ,( )" :

"
& / 0， "

’ ,( )" : "
& / 0， "

) ,( )" , "
& /（%:" 0， "

’ ,( )" ,

"
& /（%:" 0， "

) ,( )" 。 （)）

证明：/ 0， "
’( )+ " , / 0， "

)( )+ " +

/"） 0， "
’( )+ " % "

& & / 0， "
’( )+ " + /"） 0， "

’( )[ ]+ " ,

"
& & / 0， "

)( )+ " + /"） 0， "
)( )[ ]+ " %

"
& /"） 0， "

’( )+ " , & /（& 0， "
’( )[ ]+ " ,

"
& /"） 0， "

)( )+ " , & /（& 0， "
)( )[ ]+ " $

"
& / 0， "

’( )+ " + /（% , " 0， "
’( )[ ]+ " ,

"
& / 0， "

)( )+ " + /（% , " 0， "
)( )[ ]+ " ，

即得引理的证明。

引理 (［1］$ 设 # 和 " 是两个非常数亚纯函数，’ 与

) 如式（(）中所定义。

/（%:" 0， "
’ ,( )" * "

% 9（ 0，#）: "
% /（ 0，#）: $（ 0，#）。

（’）

$ $ 引理 * $ # 和 " 如定理 # 中所定义，’ 和 ) 如

式（(）所定义。

令： = * ’-
’ , " , ’-

’ , )-
) , " , )-( ))

。 （"-）
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若 ! 不恒等于零，则

" # ! # "( )$
%（ &，’）$ #

$ (( )# ｛)（ &，’）(

)（ &，*）｝(

+（ &，’）( +（ &，*）。 （##）

证明：由式（#$）知，, 和 - 的极点均不是 ! 的极点。’

和 * 分担（+，$）时，由式（%）知 ,，- 按权 $ 分担 #。故

! 的极点只可能产生于 , 与 - 的零点，及 , 与 - 的 #

值点中重数不相同的点，且 ! 的极点均为单极点。再

结合式（&）和（%）及引理 & 有

%（ &，!）$ % &，#( ),
( % &，#( )-

(

%.
（$(# &， #

, #( )# ( %.
（$(# &， #

- #( )# /

% &，#( )’
( % &，#( )*

( %.
（$(# &， #

, #( )# (

%.
（$(# &， #

- #( )# $ #
$ (( )# ｛)（ &，’）( )（ &，*）｝(

"
$ %（ &，’）( +（ &，’）( +（ &，*）。

’ ’ 由式（#$），有 0（ &，!）( +（ &，,）) +（ &，-）(

+（ &，’）) +（ &，*），

故’ )（ &，!）$ #
$( )) # ｛)（ &，’）) )（ &，*）｝)

"
$ %（ &，’）) +（ &，’）) +（ &，*）。

设 1$ 为 ’ 的 $# 重极点，是 * 的 $" 重极点。由式（%）

知，1$ 是 , 的（" *"）$# 重极点，是 - 的（" *"）$" 重极点，

再由式（#$）知，1$ 是 ! 的至少（" *!）重零点，故有

（" * !）%（ &，’）$% &，#( )! $)（ &，!）) 2（#）$

#
$( )) # ｛)（ &，’）) )（ &，*）｝) "

$ %（ &，’）)

+（ &，’）) +（ &，*），

即’ " * ! * "( )$ %（ &，’）$ #
$( )) # ｛)（ &，’）)

)（ &，*）｝) +（ &，’）) +（ &，*）。

引理 +［!］’ ’，*，,，-，! 如引理 , 中所定义，若

!;$，则 ,;-。

!’ 定理 ! 的证明

由式（%）、（,）知，’ * !#，’ * !" 的单零点是 , 的单

极点，’ * !#，’ * !" 的重零点是 ’3的零点。* * !#，* *

!" 的单零点是 - 的单极点，* * !#，* * !" 的重零点是

*3的零点。且若 1$ 是 , 的单极点，则 4 ( ,5
,3 * " ,3

, * #

在 1$ 处正则。

#）假设 6 不恒等于零（ 下面所涉及到的 6 均如

式（+）所定义），由已知 ’ 和 * 分担（+，$），故有 , 和 -

按权 $ 分担 #。则 , 和 - 的单级 # 值点必为 6 的零

点，于是有

%#）（ &， #
, # #）/ %#）（ &， #

- # #）$ %（ &，#
6 ）$

%（ &，6）( +（ &，,）( +（ &，-）。 （#"）

结合式（%）、（,）、（+）、（#"）有

%（ &，6）$ %.
（$(# &， #

, #( )# ( % &，#( )’
( % &， #( )’ # 7

(

%$（ &，#
’3 ）( %（ &，’）( %.

（$(# &， #
- #( )# ( % &，#( )*

(

% &， #( )* # 7
( %$ &，#( )*3

，

其中 %$ &，#( )’3
表示 ’3 的零点中除去 ’（ ’ # 7）与, # #

的零点的那些点的计数函数。同样定义 %$ &，#( )*3
。

’ ’ 根 据 第 二 基 本 定 理， 引 理 & 并 注 意 到

% &， #
, #( )# / !

"

8 / #
% &， #

’ # 9( )
8

，其中 98（ 8 / #，"，⋯，

"）为 :（ ’）/ $ 的 " 个判别根。则有

（" ( #）)（ &，’） (（" ( #）)（ &，*）$ % &， #
, #( )# (

% &，#( )’
( % &， #( )’ # 7

( %（ &，’）# %$ &，#( )’3
( +（ &，’）(

% &， #
- #( )# ( % &，#( )*

( % &， #( )* # 7
( %（ &，*）#

%$ &（ &，#( )*3
( +（ &，*）$ %#） &， #

, #( )# (

#
" % &， #

, #( )# ( #
" % &， #

- #( )# # #
" %（$(# &， #

, #( )# #

#
" %（$(# &， #

- #( )# ( % &，#( )’
( % &， #( )’ # 7

( %（ &，’）#

%$ &，#( )’3
( +（ &，’）( % &，#( )*

( % &， #( )* # 7
(

%（ &，*）# %$ &，#( )*3
( +（ &，*）， （#!）
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由式（!）、（"）、（#）有

!
$ ! "， !

# $( )! % !
$ ! "， !

&（ ’( )）
$ !

$ (（ "，&（ ’））)

*（!）$ +
$ (（ "，’）) ,（ "，’）， （!"）

同理有 % !
$ ! "， !

- $( )! $
+
$ (（"，.）) ,（"，.）。 （!#）

将式（&）、（!$）、（!"）、（!#）代入式（!’）得

（+ ) !）｛(（"，’）) (（"，.）｝$!!） "， !
# $( )! $

!
$ !（/)! "， !

# $( )! $ !
$ !（/)! "， !

- $( )! ) +
$ (（"，’）)

+
$ (（"，.）) $(（"，’）) $(（"，.）) $ !（"，’）$

!( "，!( )’0
$ !( "，!( ).0

) ,（"，’）) ,（"，.）$!（"，1）$

!( "，!( )’0
$ !( "，!( ).0

$ !
$ !（/)! "， !

# $( )! $

!
$ !（/)! "， !

- $( )! ) +
$ )( )$ ｛(（"，’）) (（"，.）｝)

$ !（"，’）) ,（"，’）) ,（"，.），

即 % （+ ) !）｛(（ "，’）) (（ "，.）｝$

!
$ !（/)! "， !

# $( )! ) !
$ !（/)! "， !

- $( )! )

+
$ )( )" (（ "，’）) +

$ )( )" (（ "，.）) ’ !（ "，’）)

,（ "，’）) ,（ "，.），

即 % +
$ $( )’ ｛(（ "，’）) (（ "，.）｝$

!
$

!
/ (（ "，’）{ ) !

/ !（ "，’）) ,（ "，’ }） ) ’ !（ "，’）)

,（ "，’）) !
$

!
/ (（ "，.）) !

/ !（ "，.）) ,（ "，.{ }） )

,（ "，.）% !
$/｛(（ "，’）) (（ "，.）｝) !

/ )( )’ !（ "，’）)

,（ "，’）) ,（ "，.），

即 % +
$ $ ’ $ !

$( )/ ｛(（ "，’）) (（ "，.）｝$ !
/ )( )’ 2

!（ "，’）) ,（ "，’）) ,（ "，.）。 （!)）

设 3 由式（!(）所定义，则分两种情况进行讨论：

*4 3;( 时，由引理 ) 知，#;-，则 1;(。这与假

设 1 不恒等于零矛盾。

+4 3 不恒等于零时，将引理 ) 的结果式（!!）代入

式（!)）得

+
$ $ ’ $ !

$( )/ ｛(（ "，’）) (（ "，.）｝$

!
/ ) ’

+ $ ’ $ $
/

2

!
/ )( )! ｛(（ "，’）) (（ "，.）｝) ,（ "，’）) ,（ "，.），

即 % +
$ $ ’ $ !

$/ $

!
/ ) ’

+ $ ’ $ $
/

!
/ )( )











! 2

｛(（ "，’）) (（ "，.）｝$ ,（ "，’）) ,（ "，.）。（!,）

当 /%$ 时，要使式（!,）成立，有 + - &，与已知 +%

& 矛盾。故假设不成立，即 1;(。

$）1;( 时，由引理 ’：5（!，#）. 5（!，-）。满足

定理 ! 得条件，即得 ’;.。

由同样的方法，可证得满足条件：/%#，+%/，则必

有’;.。

至此，笔者在 012*34533* 值分布的基础之上，对两

个亚纯函数的极点和一些公共分担值处的性质进行讨

论，获得了定理的证明。对 67 89:;; 问题做了进一步

讨论，推广了仪洪勋的一个结果。
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（编辑M 侯M 湘）

!’R第 RR 期M M M M M M M M M 张瑜琦，等：M 分担两个公共值集的亚纯函数的惟一性问题
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