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摘( 要：研究量子场论重整化理论中“精确”计算问题———具体针对电子 9，反电子 9，光子 ! 电磁相

互作用的最小耦合模型即“量子电动力学”（G@H），对模型中 9 N 9单圈图重整化传播子作了理论分析和

严格解析计算，获得“精确”理论计算结果；进而又对有关“辐射修正”问题作了全面分析与讨论，获得具

有参考意义的重要结论。
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( ( 自上世纪初建立量子场论以来，量子场论［#!*］一

直是描述微观高能粒子相互作用的成功唯像理论与有

效计算方法。采用量子场论作理论计算时，成熟和完

善的计算方法至今仍然是微扰理论计算方法。采用微

扰理论作低阶（ 树图）微扰计算较为容易，且不出现

“发散”困难；但作高阶（圈图）微扰计算时，将出现“发

散”困难。虽然重整化理论能合理消除“ 发散”，但由

此出现的重整化计算问题又将导致理论计算处理上的

异常复杂、困难，

关于量子场论重整化理论计算尤其“ 精确”理论

计算问题的研究已经经历了近一个世纪至今仍未出现

计算方法上的重大突破。重整化计算问题将成为今后

相当长时期内的一个重要研究课题。重整化的计算可

以分离掉高阶（圈图）计算中非物理“发散量”，而保留

所需的物理“ 有限量”。在许多重要物理问题的深入

研究中，尤其需要考虑并寻求至少单圈图计算中的重

整化“有限量”［!!D］———其贡献（辐射修正）虽然十分微

小，但在理论的精确描述意义上却显得非常重要。由

于重整化计算的重要性以及理论计算上出现的复杂

性，致使重整化计算问题研究一直备受学术界关注。

然而，对于重整化问题作具体理论计算时，至今采用较

多的仍然是针对具体物理问题作某些近似考虑后建立

的各种近似计算理论与方法。

在文 献［I!#K］中，已 从 一 个 研 究 侧 面 探 讨 了

T9<O0/ 传播子单圈图及其由单圈构成的无穷阶链图

等高阶微扰计算中的重整化“精确”计算问题，完成了

有关自旋为 "，
#
* 和 # 的单圈图和链图传播子函数的

重整化严格解析计算的系列研究工作，获得“精确”计

算结果。这些研究结果对于深入研究粒子物理学中许

多重要的粒子反应过程的计算及其有关的物理问题的

探讨，都产生了十分重要的作用和意义［#C］。

笔者针对量子场论中重要相互作用理论———电磁

相互作用最小耦合模型即量子电动力学（G@H），研究

电子 9B反电子 9 传递电磁相互作用的单圈图重整化传

播子 "（单圈）
#( $ （%）的严格解析计算问题。利用文献［#F］

对 "（单圈）
#$ （%）里的圈函数/（ %）“ 动量正规化”处理后

获得的重整化有限量/$（%），并借鉴文献［*］中所建

立的一系列有效计算处理方法，完成对 "（单圈）
#$ （ %）的

“严格”解析计算并获得“精确”理论结果。需要关注

一点的是，由文献［#F］所给出的重整化有限量/$（%）

的有效计算式里，虽已通过“动量正规化”处理去掉了

“紫外发散”但仍出现另类发散———“ 红外发散”；为

此，在计算中还应首先考虑如何消除“ 红外发散”问
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题。因此对“红外发散”作了正确分离与合理消除，以

确保最终“精确”计算结果的可靠性与正确性。

!" #$% 中 ! & ! 单圈重整化有限量/"（#）的

“有效计算式”

!$ !" /"（#）的“有效计算式”

在量子电动力学（#$%）中，描述电子 ’，反电子 ’
与光子 ! 相互作用唯像理论是最小电磁耦合模型［(］，

其相互作用拉氏量 %)&（’）为

%)&（’）( *! ") ( )’ !#")（’）$) #（’）， （!）

其中，! 为电磁耦合常数，")（ ’）和")（ ’）分别是电子 ’

（反电子 ’）旋量场算子和共轭旋量场算子，$) #（ ’）为

光子场算子。

#$% 中，由电子 ’)反电子 ’ 传递电磁相互作用的

“树图”（低阶）和“单圈图”（高阶）传播子（见图 !）。

图 !" #$% 中 ’ & ’ 传播子

利用 +’,-./ 规则，可表出图 ! 中传播子函数：

*+（#）( , ! -（（!·#）, ./ , .%），" "

*（单圈）
+ （#）( *+（#）·/（#）·*+（#）， （(）

在 *（单圈）
+ （#）里“圈函数”/（#）为“发散量”函数：

/（#）( .!(·!（#），

!（#）( .
（(&）0 "

（1）

00{ 1

!#［!·（# , 1）, ./ , .%］,!!#（1( , .%）,{ }! ，（2）

" " 在文献［!3］中，采用“ 动量正规化”方案并利用

“矩阵函数展开法”［3，!4，!5］对“圈函数”/（#）作了非物

理“发散量”与物理“有限量”的有效计算分离（正规化

处理），获得了重整化有限量函数/"（ #）的“ 严格”解

析计算式———一维积分计算式：

/ "
（#）( .!(·!（#），

!（#）( .
6!("

!

4

7’｛［8/（单）（’（#(，’）, .%）,

8/（单）（’（, 2(，’）, .%）］·［(/ 3 .（! , ’）·（!·#）］｝

" 3 2(

0!("
!

4

7’｛［
’（! , ’(）

’（, 2(，’）, .%
］·［（!·#）, ./













 ］｝，

（0）

式中，’（#(，’）9 #(’ & #(’( :2 (’，’（ &2 (，’）92 (’(。

（;）

式（0）给出的重整化有限量/"（#）计算式仅涉及

“一维积分”，这为“严格”作解析计算提供了计算途径

上的保障。然而在这个计算式里虽已分离掉“紫外发

散”，但仍含有“ 红外发散”，要在计算中合理处理/"

（#）中的“红外发散”问题以确保对/"（#）的理论计算

结果的可靠性与正确性；此外，鉴于这个计算式是一个

0 < 0 矩阵函数的复杂一维积分，因而对其作“严格”解

析计算仍具有一定复杂与困难，借鉴文献［3)!4］中计

算 4 & 4
==

单圈图重整化传播子的有效计算处理方法对

/"（#）作“严格”解析计算。

!$ (" 对/"（#）的“有效计算式”中“红外发散”的分离

重整化有限量函数/"（#）的计算式（0）和（;）中，

因含有“红外发散”在计算处理中应予消除。为此，首

先对式（0）和（;）作考察与分析。将!"（#）的计算式

表成以下 ( 个部分：

! "
（#）( !（!）

"
（#）3!（(）

"
（#）， （5）

!（!）

"
（#）( .

6&("
!

4

7’
［ 8/（单）（’（#(，’）, .%）,

8/（单）（’（ , 2 (，’）, .%）］·

［(/ 3 .（! , ’）·（!·#
{ }

）］

，

（>）

!（(）

"
（#）( /(

0&("
!

4

7’ ’（! , ’(）
’（, /(，’）, .[ ]% ·［（!·#）, ./{ }］，

（6）

" " 于是，! "
（#）的计算将转换成计算!（!）

"
（#）和

!（(）

"
（#）。对!（!）

"
（#）完 成 分 部 积 分 计 算 后，可

表成：

!（#）( !
!5&("

"

75［(（/( 3 #(）（（!·#）, (./）］’ ,［0#(（（!·#）, (./）3（/( 3 #(）（!·#）］’(

’（#(，’）, .{ %

3 (#(（!·#）’2

’（#(，’）, . }% 3 !
!5&("

"

75 , 0/(（（!·#）, (./）’( 3 (/(（!·#）’2

’（ , /(，’）, .{ }%
， （3）

" " 然而，对!（!）

"
（#）和!（(）

"
（#）考察 ’(4 的行为

时，容易看出后者将出现“发散”；而这种“发散”是属

低能光子所造成的发散 ———“ 红外发散”［(4］，需要给

于分离与消除。若将!（(）

"
（#）表成：
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!（!）

!
（"）# $!

"!!"
#

$

%% %
$!%! & ’[ ]" ·［（#·"）& ’${ }］(

& $!

"!! "
#

$

%% %&

$!%! & ’[ ]" ·［（#·"）& ’${ }］， （#$）

则不难看出：式（’）中右端前项积分式中包含了“红外

发散”———为“ "
#

$

%% #
% & ’( )" ”类型发散积分；对此，应

予消除 ——— 因而!（!）

!
（"）消除了“红外发散”的计算

式为

!（!）

!
（"）# & $!

"!! "
#

$

%% %&

$!%! & ’[ ]" ·［（#·"）& ’${ }］。

（##）

!( 对圈函数重整化有限量/!（"）的“严格”解

析计算

!) #( 将! !
（"）处理成标准积分

对! !
（"）进行整理并拓广成复变函数积分：

! !
（"）# #

#)!!"
!

%*［!（$! ( "!）（（#·"）& !’$）］* &［""!（（#·"）& !’$）(（$! ( "!）（#·"）］*!

$（"!，*）& ’{ "

( ( !"!（#·"）*&

$（"!，*）& ’ }" ( #
#)!!"

!

%* & "$!（（#·"）& !’$）*! & !$!（（#·"）& !’$）*&

$（ & $!，*）& ’{ }"
， （#!）

( ( 引入 & 个标准积分：

+,（"!，"）# "
!

%* *,

$（"!，*）& ’[ ]" ，（ , # #，!，&），

（#&）

( ( 为了计算方便，把! !
（"）表示成：

!!（"）* #
#)!!（-# + -!）， （#"）

-# *［!（$! + "!）（（#·"）, !’$）］+#（"!，"）

,［""!（（#·"）, !’$）+（$! + "!）

（#·"）］+!（"!，"）+ !"!（#·"）+&（"!，"）， （#-）

-! * , "$!（（#·"）, !’$）+!（ ,$!，"）

, !$!（（#·"）, !’$）+&（ ,$!，"）， （#)）

!) !( 将标准积分处理成基本积分

+,（"!，"）# "
!

%*（ *, .｛& "!［ * & *#（"!，"）］

［ * & *!（"!，"）］｝），（ , # #，!，&）， （#.）

*/（"!，"）# %（"!）(（& #）/(#

［ %（"!）( #（"!，"!! ）. !!］

& ’" .［!!"
! %（"!）( #（"!，"!! ）］，（"! 0 $），

［& %（"!）( #（"!，"!! ）. !!］

( ’" .［!!"
! %（"!）( #（"!，"!! ）］，（"! 1 $













），

（#/）

式中，%（"!）* "! +$!

!"!
，#（"!，"）* %"（"!）+ "

!

""
。 （#’）

& 个标准积分式（#.）中的被积函数可以表示为

*,

$（"!，*）& ’[ ]" # & #
"!［ *#（"!，"）& *!（"!，"）］

*,

* & *#（"!，"）
& *,

* & *!（"!，"[ ]）
， （!$）

*,

* & */（"!，"）
# *, & *,/（"!，"）

* & */（"!，"[ ]
）

( *,/（"!，"）

* & */（"!，"[ ]
）

，（ , # #，!，&，以及 / # #，!）。 （!#）

( ( 式（!#）中的第一项是关于 * 的“ , , #”多项式，可以比较容易求得，第二项可以表示为 ! 个基本积分：

2/（"!，"）# "!%* #
［ * & */（"!，"[ ]）］

，（ / # #，!）， （!!）

( ( 由此可将标准积分处理成基本积分：

+,（"!，"）# & #
"!（ *#（"!，"）& *!（"!，"））

·/,（"!，"）， （!&）

/,（"!，"）#

*#（"!，"）2#（"!，"）& *!（"!，"）2!（"!，"），（ , # #）)

（ *#（"!，"）& *!（"!，"））(（ *!#（"!，"）2#（"!，"）& *!!（"!，"）2!（"!，"）），（ , # !）

*#（"!，"）& *!（"!，"）

! (
（ *#（"!，"）& *!（"!，"））（ *#（"!，"）( *!（"!，"））

(（ *&#（"!，"）2#（"!，"）& *&!（"!，"）2!（"!，"[ ]










））

，（ , # &）。（!"）

!) &( 计算基本积分 2/（"!，"），（ / * #，!），并求得最终结果

利用复变函数中幅角转换公式，可将积分表为
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!"（#!，!）$ "# $ % &"（#!，!）

&"（#!，!）
’

( %&’(%# $ % )*［ &"（#!，!）］

")［ &"（#!，!{ }）］( ’

%&’(%# )*［ &"（#!，!）］

")［ &"（#!，!{ })）］
，

（ " $ $，!） （!*）

+ + 对 &"（#!，!），!"（#!，!），（ " , $，!）取（!(-）时的极

限可分别表示为

&$（#!）$
+（#!），（#! , -），

-，（ % -! . #! . -），

+（#!），（#! . % -!{
），

&!（#!）$
-，（#! , -），

+（#!），（ % -! . #! . -），

-，（#! . % -!{
），

（!.）

!$（#!）$
"# / +（#!）/ ，（#! , -），

-，（ % -! . #! . -），

"# / +（#!）/ ’ (!，（#! . % -!{
），

!!（#!）$
-，（#! , -），

"# / +（#!）/ ，（ % -! . #! . -），

"# / +（#!）/ % (!，（#! . % -!{
）。

（!/）

+ + 由此不难求得 0 个标准积分 01（#!，!）的极限（!
( -）处理结果 01（#!）即可将 01（#!，!）作 01（#!）替换。

将其带入式（$*）和（$.）后便得到! 2
（#），并可最终

求得/ 2（#）。

/ 2
（#）$ *!

$."!［（#·#）·3（#!）’ (-·4（#!）］，

（!1）

式中，3（#!）,

2 ! 2 +（#!）3 !+（#!）"# 4 +（#!）4，
（#! 5 2-!，#!+-）

2 ! 2 +（#!）3 !+（#!）［ "# 4 +（#!）4 3 (!］，

（#! 6 2-!










）

（!7）

4（#!）,
! 2 8+（#!）"# 4 +（#!）4，（#! 5 2-!，#!+-）

! 2 8+（#!）（ "# 4 +（#!）4 3 ("），（#! 6 2-!{ ）

（0-）

0+ 辐射修正讨论

按 9:;#)%# 规则，: 2 : 单圈图重整化传播子有限

量函数可以表示为

5（单圈）
62 （#）$ 56（#）·/ 2

（#）·56（#），（0$）

+ + 能够看出 5（单圈）
62 （ #）对树图传播子函数 56（ #）的

辐射修正体现在一个作为 8 < 8 矩阵函数的修正因子

“/2（#）·56（#）”上。为了能更清楚地了解辐射修正

的情况，可将树图传播子函数 56（#）分解成两部分：

56（#）$ 7·56（$）（#!）’（#·#）·56（!）（#!），

（0!）

+ + 56（$）（#!）和 56（!）（#!）分别是 56（#）中所含单位矩

阵 ! 和非单位阵（!·"）的贡献因子：

56（$）（#!）$ % (-
（#! ’ -!）

，+ 56（!）（#!）$ % $
（#! ’ -!）

。

（00）

+ + 同理也 可 将 单 圈 图 传 播 子 重 整 化 有 限 量 函 数

5（单圈）
62 （#）分解成两部分：

5（单圈）
62 （#）$ 7·5（单圈）

6（$）2（#!）’（#·#）·5（单圈）
6（!）2（#!），

（08）

+ + 5（单圈）
6（$）2（#!）和 5（单圈）

6（!）2（#!）分别是对单位矩阵 ! 和

非单位阵（!·"）的贡献因子：

5（单圈）
6（$）2（#!）$ % (-*!

$."!（#! ’ -!）
3（#!）’

(-*!（#! % -!）

$.!!（#! ’ -!）!［3（#!）’ 4（#!）］， （0*）

5（单圈）
6（!）2（#!）$ % *!

$."!（#! ’ -!）
3（#!）%

!-!*!

$."!（#! ’ -!）!［3（#!）’ 4（#!）］。 （0.）

+ + 引入 ! 个关于 #! 的函数：

)$（#!）$ % (-
#! ’ -( )!

%$

·5（单圈）
6（$）2（#!）$

*!

$."!3（#!）% *!（#! % -!）

$."!（#! ’ -!）
［3（#!）’ 4（#!）］，

（0/）

)!（#!）$ % $
#! ’ -( )!

%$

·5（单圈）
6（!）2（#!）$

*!

$."!3（#!）’ + !-!*!

$."!（#! ’ -!）
［3（#!）’ 4（#!）］。

（01）

+ + 可以看出 )$（#!）和 )!（#!）应分别是 5（单圈）
62 （#）对

56（#）中所含单位矩阵 ! 和非单位阵（!·"）的 ! 个辐

射修正因子。为便于计算机作数值计算，对 #! 作如下

选点取值：#! , 8-!（ 8 选点取值）。表 $ 给出了 2 $-1

$8$$-1 时的选点取值下，)$（#!）和 )!（#!）的辐射修

正值。
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表 !" !!（"#）和 !#（"#）的辐射修正值

# $ !%& $ !%’ $ !%( $ !%) $ !%* $ !%+ $ !%#

!!（"#） %$ %%# +#+ %$ %%# +#+ %$ %%# +#+ %$ %%# +#+ %$ %%# +#!
%$ %%# +%’
, -%. %%% %%’

%. %%# #!( ,
-%. %%% %’#

!#（"#）
%$ %#+ !*#
, -%. %%+ (*/

%. %#% *(’
, -%. %%+ (*/

%. %!’ ’/#
, -%. %%+ (*/

%. %!) !!(
, -%. %%+ (*/

%. %!# *+/
, -%. %%+ (*&

%. %%/ ’*#
, -%. %%+ (+&

%. %%( /#(
$ -%. %%+ )*%

# $ !% $ & $ ’ $ ( $ ) $ * $ +

!!（"#）
%$ %%! &!#
, -%. %%% ’#/

%. %%! ’)&
, -%. %%% /!#

%. %%! ’#&
, -%. %%! %*#

%. %%! ’%%
, -%. %%! #!(

%. %%! (’/
, -%. %%! *)/

%. %%! (&)
, -%. %%! &#*

%. %%! ’&(
, -%. %%# *++

!#（"#）
%$ %%+ )&’
$ -%. %%# ))*

%. %%+ ##&
$ -%. %%# #&!

%. %%+ %!*
$ -%. %%# %&)

%. %%# ’’*
$ -%. %%! &#*

%. %%# )%#
$ -%. %%! *)/

%. %%# #%(
$ -%. %%% /!#

%. %%! /+(

# $ # $ !$ & $ !$ ( $ !$ * $ !$ # $ %$ !& $ %$ !*

!!（"#）
%. %%# +#+
, -%. %%+ (*/

%. %%# (!!
, -%. %%* %))

%. %%+ %()
, -%. %%* )(#

%. %%+ &**
, -%. %%) #!+

%. %%) *+/
, -%. %%( %&#

%. %%* &&) %. %%* &#(

!#（"#）
%. %%# %++
, -%. %%! &#*

%. %%# #+&
, -%. %%# *++

%. %%# (#*
, -%. %%+ !/+

%. %%+ +’*
, -%. %%* !’!

%. %%) %+!
, -%. %%) *’*

%. %%& )&! %. %%/ *’%

# $ %$ !# $ %$ ! $ %$ %& $ %$ %( $ %$ %* $ %$ %# %$ #

!!（"#） %. %%* ’/& %. %%* ’’! %. %%* ’*) %. %%* ’!/ %. %%* (/* %. %%* (’% %. %%* **!

!#（"#） %$ %!% !*’ %$ %!! !%% %$ %!# )+& %$ %!* /*) %$ %!/ ’’+ %$ %+* #&# %$ %%# ##’

# %$ * %$ ( %$ & ! !$ # !$ * !$ (

!!（"#） %$ %%* #’’ %$ %%* !*+ %$ %%* %+% %$ %%+ /++ %$ %%+ &)% %$ %%+ ’’( %$ %%+ ’!%

!#（"#） %$ %%+ (!# %$ %%* %)% %$ %%* #)/ %$ %%* +&# %$ %%* *(* %$ %%* )#* %$ %%* )’%

# !$ & # + * ( & !%

!!（"#） %$ %%+ ()# %$ %%+ )// %$ %%+ +/’ %$ %%+ #)& %$ %%+ %’( %$ %%# /(! %$ %%# &&%

!#（"#） %$ %%* (%/ %$ %%* (*# %$ %%* ’(/ %$ %%* &(/ %$ %%) %+( %$ %%) !’/ %$ %%) +%)

# !%# !%+ !%* !%) !%( !%’ !%&

!!（"#） %$ %%# *+% %$ %%# ++/ %$ %%# +#) %$ %%# +#+ %$ %%# +#+ %$ %%# +#+ %$ %%# +#+

!#（"#） %$ %%’ #)/ %$ %%/ ’/# %$ %!# **) %$ %!) !!’ %$ %!’ ’/# %$ %#% *(’ %$ %#+ !*#

" " 从 表 ! 中 可 以 看 出，0 $ 0 单 圈 重 正 化 传 播 子

%（单圈）
&’ （"）对 0 $ 0 树图传播子 %&（"）的 # 个辐射修正

因子 !!（"#）和 !#（"#）在相当大的传播范围：$ !%&(#

（)*+）# 1 "# 1 !%&(#（)*+）# 里呈现出很小的（ 千分之

几）修正值，这符合 234 辐射修正量级；此外，也表明

234 微扰理论计算应是非常精确的计算理论。

*" 结束语

笔者对 234 中 0 $ 0 单圈重正化传播子 %（单圈）
&’

（"）的“精确”理论计算结果，对于描述电磁相互作用

中电子 0、反电子 0 传播相互作用的粒子反应［例如：*
, !(* , !（电子 567896: 散射），* , !(* , !（ 反电子

567896: 散射），* , *(#!（ 电子、反电子湮灭成双光

子），#!(* , *（双光子湮灭生成电子、反电子）等］中，

将提供“精确”理论描述意义，这对于“精确”检验 234

将提供理论计算依据，具有一定理论意义和参考价值。

此外，计算研究结果，还将为由 0 $ 0 单圈构成的无穷

阶链图重整化传播子的“ 精确”函数形式提供理论计

算处理上的基础，对于研究 0 $ 0 重整化无穷阶传播子

的“辐射修正”问题将起到十分重要的作用。
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