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摘　要：边界节点法（ＢＮＭ）将边界积分方程和移动最小二乘近似方案相结合，同时具有边界元法
降维和无网格法不需要划分网格的优势。ＢＮＭ中的形函数不具有Ｄｅｌｔａ函数性质，在ＢＮＭ中边界条件
不容易施加。将ＢＮＭ中的移动最小二乘近似方案用一致紧支径向基函数代替，得到一种新的边界型无
网格法———一致径向边界节点法。这种方法的形函数矩阵具有稀疏性和 Ｄｅｌｔａ函数性质，边界条件可
以像传统的边界元方法一样很容易施加。最后以双调和方程边值问题为例，导出了相应的离散方程，并

通过数值分析验证了该无网格法的可行性和有效性。
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　　无网格法是近年来兴起的一种数值计算方法，它
只需在计算区域上选取若干节点及其支撑基函数，不

需要划分网格，应用广泛［１］。无网格方法可分为边界

型无网格法和区域型无网格法。将边界积分方程和移

动最小二乘近似（ｍｏｖｉｎｇｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅ，ＭＬＳ）［１］方案相
结合的边界节点法（ｂｏｕｎｄａｒｙｎｏｄｅｍｅｔｈｏｄ，ＢＮＭ）［２］

是一种边界型无网格法。由于 ＭＬＳ方案不具有 Ｄｅｌｔａ
函数性质，所以在ＢＮＭ中边界条件不容易施加。为了
使得插值函数具有Ｄｅｌｔａ函数性质，文献［３］提出了径
向边界节点法（ｒａｄｉａｌｂｏｕｎｄａｒｙｎｏｄｅｍｅｔｈｏｄ，ＲＢＮＭ），
将ＢＮＭ中的 ＭＬＳ形函数用全局径向基函数（ｒａｄｉａｌ
ｂａｓｉｓｆｕｎｃｔｉｏｎｓ，ＲＢＦ）代替。但是全局 ＲＢＦ常常含有
参数，并且插值结果严重依赖于这些参数的选取，而这

些参数的最优值与所求解的具体问题有关；此外用全

局ＲＢＦ插值得到的形函数（有时也称插值函数）矩阵
是满阵，增加了计算量。正定紧支径向基函数（ｃｏｍ
ｐａｃｔｌｙｓｕｐｐｏｒｔｅｄｒａｄｉａｌｂａｓｉｓｆｕｎｃｔｉｏｎｓ，ＣＳＲＢＦ）不含参
数，若用它代替 ＲＢＮＭ中的全局 ＲＢＦ，虽然不用选取
参数，但是插值精度会降低。

一致紧支径向基函数（ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔｃｏｍｐａｃｔｌｙｓｕｐｐｏｒ
ｔｅｄｒａｄｉａｌｂａｓｉｓｆｕｎｃｔｉｏｎｓ，ＣＣＲＢＦ）［１］是对ＣＳＲＢＦ进行
了完备性修正的插值函数，它不含参数，插值精度高，

并且能使形函数矩阵具有稀疏性。为了提高计算精度

并避免ＢＮＭ、ＲＢＮＭ中的缺点，笔者基于 ＣＣＲＢＦ和边
界积分方程，提出了一致径向边界节点法。该方法是

一种边界型无网格法，形函数具有 Ｄｅｌｔａ函数性质。
将该方法应用于双调和问题的求解，导出其相应的离

散方程，最后通过算例分析，验证了该方法的合理性与

有效性。

１　双调和方程的边界积分方程

设Ω是 Ｒ２中具有光滑边界 Γ的单连通区域，考
虑如下双调和方程的边值问题

Δ２ｕ（Ｘ）＝０，Ｘ＝（ｘ，ｙ）ｉｎΩ， （１）
Ⅰ）ｕ（Ｘ）＝ｕ０（Ｘ），ｑ（Ｘ）＝ｑ０（Ｘ）ｏｎΓ；　　（２）
Ⅱ）ｕ（Ｘ）＝ｕ０（Ｘ），Ｍｕ（Ｘ）＝Ｍｕ０（Ｘ）ｏｎΓ。（３）

其中：ｑ（Ｘ）＝ｕ（Ｘ）
ｎＸ

；Ｍｕ（Ｘ）＝Δｕ（Ｘ）；ｎ是边界单位

外法向量；条件Ⅰ为固定边界板的边界条件，Ⅱ为简支
板的边界条件。

由Ｇｒｅｅｎ公式和基本解可推得方程（１）的边界积
分方程组为［４］

∫
Γ
（ｕ（Ｘ）－ｕ（Ｙ））

Ｇ０（Ｘ，Ｙ）
ｎＸ

ｄＳＸ ＝



∫
Γ
Ｇ１（Ｘ，Ｙ）Ｔｕ（Ｘ）－Ｍｕ（Ｘ）

Ｇ１（Ｘ，Ｙ）
ｎＸ

( ＋

　　　　　　
　
Ｇ０（Ｘ，Ｙ）ｑ（Ｘ )）ｄＳＸ， （４）

∫
Γ
（Ｍｕ（Ｘ）－Ｍｕ（Ｙ））

Ｇ０（Ｘ，Ｙ）
ｎＸ

ｄＳＸ ＝

　　　　　　∫
Γ
Ｇ０（Ｘ，Ｙ）Ｔｕ（Ｘ）ｄＳＸ， （５）

其中：Ｔｕ（Ｘ）＝Δｕ（Ｘ）
ｎＸ

；Ｇ０、Ｇ１分别是Ｌａｐｌａｃｅ算子和

双调和算子的基本解；

Ｇ０（Ｘ，Ｙ）＝－
１
２π
ｌｎＸ－Ｙ；

　　Ｇ１（Ｘ，Ｙ）＝－
１
８π
Ｘ－Ｙ２（ｌｎＸ－Ｙ －１）。 （６）

２　一致径向边界节点法的数值实施

２．１　一致紧支径向基函数（ＣＣＲＢＦ）
在包含ＮＸ个边界节点的支撑域 ＲＸ中对 ＣＳＲＢＦ

进行完备性修正，使其满足零阶一致性，得到 ＣＣＲＢＦ，

记为 Ｂ～Ｉ（Ｉ＝１，２，…，ＮＸ）
［１］，则

　　Ｂ～Ｉ（Ｘ）＝
ＢＩ（Ｘ）


ＮＸ

Ｊ＝１
ＢＪ（Ｘ）

，
ＮＸ

Ｉ＝１
Ｂ～Ｉ（Ｘ）＝１， （７）

其中 ＢＩ（Ｘ）是 ＣＳＲＢＦ，笔者选择 Ｂｕｈｍａｎｎ
［５］提出的

ＣＳＲＢＦ：

ＢＩ（Ｘ）＝
１
１５＋

１９
６ｒ

２－１６３ｒ
３＋３ｒ４－

１６
１５ｒ

５＋１６ｒ
６＋２ｒ２ｌｎｒ， （８）

式中ｒ＝
‖Ｘ－ＸＩ‖
ｄＩ

，ｄＩ是定义在节点 ＸＩ处的 ＣＳＲＢＦ

的支撑域半径。

２．２　一致紧支径向边界点插值

若支撑域 ＲＸ中包含 ＮＸ个边界节点，则 ＲＸ内的
连续函数ｕ（Ｘ）可近似为

ｕ（Ｘ）≈珘ｕ（Ｘ）＝
ＮＸ

Ｉ＝１
ａＩＢ
～
Ｉ（Ｘ）＝Ｂ

～Ｔ（Ｘ）ａ， （９）

其中：ａＩ是待定系数；

Ｂ～Ｔ（Ｘ）＝［Ｂ～１（Ｘ），Ｂ
～
２（Ｘ），…，Ｂ

～
ＮＸ（Ｘ）］； （１０）

ａＴ＝［ａ１，ａ２，…，ａＮＸ］。

式（１０）中的 Ｂ～Ｉ是式（７）定义的ＣＣＲＢＦ。
令近似函数 珘ｕｈ（Ｘ）在节点 ＸＩ处的值等于函数

ｕ（Ｘ）在该节点处的值，则

ｕ^＝Ｂ～０ａ， （１１）
其中：

ｕ^＝［ｕ１，ｕ２，…，ｕＮＸ］
Ｔ； （１２）

Ｂ～０ ＝［Ｂ
～Ｔ（Ｘ１）Ｂ

～Ｔ（Ｘ２）…Ｂ
～Ｔ（ＸＮＸ）］

Ｔ。（１３）
由式（１１）解出系数列阵ａ，代入式（９），得

　　珘ｕｈ（Ｘ）＝Ｂ～Ｔ（Ｘ）Ｂ～－１０ ｕ^＝Φ（Ｘ）ｕ^， （１４）
式中形函数矩阵Φ为

Φ（Ｘ）＝Ｂ
～Ｔ（Ｘ）Ｂ～－１０ ＝

　［φ１（Ｘ），φ２（Ｘ），…，φＩ（Ｘ），…，φＮＸ（Ｘ）］。 （１５）
当ＣＳＲＢＦＢＩ（Ｘ）确定后，形函数φＩ（Ｘ）只与节点

的位置有关。

２．３　边界离散
方程（４）和（５）中的未知量是 ｕ、Ｔｕ、ｑ和 Ｍｕ。为

便于积分，将边界 Γ离散成 Ｃ个背景网格，在每个背
景网格上应用 Ｇａｕｓｓ积分公式进行计算。为了简便，
选取的背景网格互不重叠，且一个背景网格中只包含

一个边界节点。每个Ｇａｕｓｓ点处的逼近式为

ｕ（Ｘ）＝
ＮＸ

Ｉ＝１
φＩ（Ｘ）ｕＩ，Ｔｕ（Ｘ）＝

ＮＸ

Ｉ＝１
φＩ（Ｘ）ＴｕＩ，

ｑ（Ｘ）＝
ＮＸ

Ｉ＝１
φＩ（Ｘ）ｑＩ，Ｍｕ（Ｘ）＝

ＮＸ

Ｉ＝１
φＩ（Ｘ）ＭｕＩ，（１６）

其中：ＮＸ是Ｇａｕｓｓ点Ｘ支撑域中的节点数目；ｕＩ、ＴｕＩ、
ｑＩ和ＭｕＩ分别是边界节点值ｕ（ＸＩ）、Ｔｕ（ＸＩ）、ｑ（ＸＩ）和
Ｍｕ（ＸＩ）。

以边界节点 ＹＪ（Ｊ＝１，２，…，Ｎ）作为配置点，将
式（１６）代入式（４）和式（５），得


Ｃ

ｋ＝１
∫
Γ

(
ｋ

ＮＸ

Ｉ＝１
φＩ（Ｘ）ｕＩ－ｕ )Ｊ Ｇ０（Ｘ，ＹＪ）

ｎＸ
ｄＳＸ ＝


Ｃ

ｋ＝１
∫
Γｋ
Ｇ１（Ｘ，ＹＪ）

ＮＸ

Ｉ＝１
φＩ（Ｘ）Ｔｕ( Ｉ－

Ｇ１（Ｘ，ＹＪ）
ｎＸ

·

　
ＮＸ

Ｉ＝１
φＩ（Ｘ）ＭｕＩ＋Ｇ０（Ｘ，ＹＪ）

ＮＸ

Ｉ＝１
φＩ（Ｘ）ｑ)ＩｄＳＸ， （１７）


Ｃ

ｋ＝１
∫
Γ

(
ｋ

ＮＸ

Ｉ＝１
φＩ（Ｘ）ＭｕＩ－Ｍｕ )Ｊ Ｇ０（Ｘ，ＹＪ）

ｎＸ
ｄＳＸ ＝

　　　
Ｃ

ｋ＝１
∫
Γｋ
Ｇ０（Ｘ，ＹＪ）

ＮＸ

Ｉ＝１
φＩ（Ｘ）ＴｕＩｄＳＸ， （１８）

将方程（１７）、（１８）写成矩阵形式
Ａｕ＋ＢＴｕ＋Ｄｑ＋ＥＭｕ＝０， （１９）

ＤＴｕ－ＡＭｕ＝０。 （２０）
　　矩阵 Ａ、Ｂ、Ｅ中的积分总是非奇异的，可以用
Ｇａｕｓｓ积分公式计算。对矩阵 Ｄ中的积分，当计算点
Ｘ和配置点ＹＪ不在同一背景网格时，是非奇异的；当
Ｘ和 ＹＪ在同一背景网格时，具有对数奇异性，此时可
用文献［２］中的方法计算。
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联立方程（１９）（２０），共有２Ｎ个方程，４Ｎ个未知
量。由于式（１５）定义的形函数具有 Ｄｅｌｔａ函数性质，
所以将式（２）或式（３）中的２Ｎ个已知边界条件代入，
可求出另外２Ｎ个边界量。一旦解出未知的边界量，
就可利用方程（１７）和（１８）求出域内任一点的 ｕ和
Ｍｕ值。

３　算　例

在以下算例中，ＣＳＲＢＦ的支撑域半径 ｄＩ＝２．５ｈ，ｈ
为相邻节点之间最小距离。

例１　设ｕ＝（２ｒ２－ｒ４）ｃｏｓ２θ是单位圆内的双调
和函数［６］，满足的边界条件是

Ⅰ）固支边：ｕ＝ｃｏｓ２θ，ｑ＝０ｏｎΓ；
Ⅱ）简支边：ｕ＝ｃｏｓ２θ，Ｍｕ＝－１２ｃｏｓ２θｏｎΓ。
对这两类边界条件，分别选取全局径向基函数

（ＧＳＲＢＦ）ＭＱ：ＢＩ（Ｘ）＝ ｒ
２＋( )Ｒｑ（参数 Ｒ和 ｑ均按文

献［３］中的实验值取为０．５）和一致紧支径向基函数
（ＣＣＲＢＦ）计算 ｕ和 Δｕ在直线 ｙ＝０上的相对误差。
当边界节点数目Ｎ＝３２时，数值结果见图１和图２。

图１　固支边界条件时２种ＲＢＦ的结果比较

图２　简支边界条件时２种ＲＢＦ的结果比较

从２个图中可以看出，用 ＣＣＲＢＦ插值能达到用

ＧＳＲＢＦ插值时的精度，甚至更精确。从而表明，用
ＣＣＲＢＦ插值是可行的。

例２　考虑如下定解问题［７］

Δ２ｕ＝０　　　　ｉｎΩ＝ －１，[ ]１ × －１，[ ]１；
ｕ＝０．５ｘｓｉｎｘｃｏｓｈｙ－ｃｏｓｘｓｉｎｈ( )ｙｏｎΓ；
Δｕ＝ｃｏｓｘｃｏｓｈｙ＋ｓｉｎｘｓｉｎｈｙｏｎΓ{

。

该问题的解析解是

ｕ＝０．５ｘｓｉｎｘｃｏｓｈｙ－ｃｏｓｘｓｉｎｈ( )ｙ。
　　分别用ＣＣＲＢＦ和ＧＳＲＢＦ计算函数ｕ在区域内部的
数值解，结果见表１。从表中可以看出，２种ＲＢＦ具有同
样的精度。另外，边界节点越多，误差越小，精度越高。

表１　位移ｕ的计算结果

ｘ，ｙ Ｎ＝１６ Ｎ＝３２ Ｎ＝６４ Ｎ＝１２８ 解析解

０．６，　０．６
０．０５１３

０．０５２６

０．０４５２

０．０４５５

０．０４３７

０．０４３８

０．０４３３

０．０４３３

０．０４３２

０．６，－０．２
０．２２６３

０．２２６７

０．２２３７

０．２２３８

０．２２３０

０．２２３０

０．２２２８

０．２２２７

０．２２２６

０．２，　０．６
－０．０２８３

－０．０２６１

－０．０３６０

－０．０３５５

－０．０３８１

－０．０３８０

－０．０３８６

－０．０３８６

－０．０３８８

０．２，－０．６
０．０９５３

０．０９５１

０．０８８５

０．０８８３

０．０８６７

０．０８６６

０．０８６２

０．０８６１

０．０８５９

－０．２，　０．２
０．０４６７

０．０４７７

０．０４１９

０．０４２１

０．０４０６

０．０４０５

０．０４０２

０．０４０１

０．０４００

－０．６，　０．６
０．３６４６

０．３６０４

０．３６０４

０．３５８８

０．３５９１

０．３５８５

０．３５８７

０．３５８５

０．３５８４

－０．６，－０．２
０．１２６１

０．１２８４

０．１２３８

０．１２４６

０．１２３２

０．１２３４

０．１２３０

０．１２３１

０．１２２９

　　说明：每组数据上一行表示用ＣＣＲＢＦ计算的数值结果，下
一行表示用ＧＳＲＢＦ计算的结果。

４　结　论

一致紧支径向基函数具有不含参数，插值精度高，

并且能使形函数矩阵具有稀疏性等优势。笔者用一致

紧支径向基函数代替边界节点法中的移动最小二乘近

似方案来形成插值形函数，建立了一致紧支径向边界

节点法，并将其应用于求解双调和方程边值问题。这

种方法有如下特点：

１）该方法是一种边界型无网格法，同时具有边界
元法降维和无网格法不需要划分网格的优势；

２）与边界节点法比较，该算法中的形函数满足
Ｄｅｌｔａ函数性质，因此本质边界条件可以像传统的边界
元方法一样很容易施加；

３）与径向边界节点法相比，该方法选用的一致紧
支径向基函数不含参数，构造的形函数矩阵具有稀疏

性，并且插值精度高。

另外，数值结果表明该方法具有很高的计算精度。
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因此，这种无网格法是处理双调和方程边值问题的一

种有效的解法。
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