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摘　要：边界节点法是一种将边界积分方程和移动最小二乘近似方案相结合的边界型无网格法．对
于求解泊松方程的边界元方程中的区域积分，采用多重互换法把区域积分转化为边界积分，然后用边界

节点法求解边界积分方程．给出了用多重互换法把区域积分转化为边界积分的收敛性证明．数值算例验
证了这种方法的实用性和有效性．
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　　用边界元法求解泊松方程时，势必要牵涉到在
区域内进行积分。对于这部分在区域上的积分，可

以采用多重互换法使其转化为边界积分，然后可按传

统的边界元方法求解［１２］。基于这种思路，首先用多

重互换法把泊松方程的区域积分转化为边界积分，但

不用传统的边界元方法求解，而是采用一种无网格方

法—边界节点法求解。若泊松方程的非齐次项不是有

限阶的调和函数，用多重互换法就不可能把区域积分

完全转化为边界积分，仍然要存在一个区域积分，如果

舍去，则总要存在误差，也给出了对这种误差的收敛性

证明。

多重互换法通过采用一系列高阶基本解将区域积

分转化为边界积分进行计算。Ｎｅｖｅｓ和Ｂｒｅｂｂｉａ［３］首先

将此法应用于求解弹性力学问题，Ｓｕｃｉｕ等［４］也将此

法同拉格朗日插值法配合起来求解非奇次项 ｂ１满足

２ｂ１＝常数的泊松问题。其优势在于避免了对区域
的离散，数据准备量小。

边界节点法是一种无网格方法，它将边界积分方

程和最小二乘近似方案相结合，按边界节点构造节点

影响区域形函数，来离散边界积分方程。该方法仍然

需要背景网格来完成积分运算，因此不是一种纯无网

格方法。

１　泊松方程的边界积分方程

对于泊松方程：２ｕ＝ｂ１，给定边界条件
ｕ＝ｕ，在Γ１上

ｑ＝ｑ，在Γ２
{

上
，其中Γ＝Γ１＋Γ２。 （１）

式中ｂ１为已知函数。则其解的边界积分表达式是：

∫
Γ
（ｕ（ｘ）－ｕ（ｙ））ｑ１（ｘ，ｙ）ｄｓｘ ＝∫

Γ
ｑ（ｘ）ｕ１（ｘ，ｙ）ｄｓｘ－

∫
Ω
ｕ１（ｘ，ｙ）ｂ１（ｘ）ｄΩ，ｙ∈Ω。 （２）

式中Ω为求解区域，Γ为 Ω边界，Ω＝Ω∪Γ，Γ的单
位外法向为ｎ．ｕ１（ｘ，ｙ）为拉普拉斯方程的基本解。

对于二维问题，ｕ１（ｘ，ｙ）＝－
１
４π
ｌｎｒ２，ｑ（ｘ）＝

ｕ（ｘ）
ｎｘ

，ｑ１（ｘ，ｙ）＝
ｕ１（ｘ，ｙ）
ｎｘ

。

２　多重互换法及收敛性证明

如果式（２）右端的域积分项计算比较繁琐或者直
接积分有困难，那么可以利用多重互换法把它转化为

边界积分以达到简化运算的目的。这里直接给出用多

重互换法求积分∫
Ω
ｕ１（ｘ，ｙ）ｂ１（ｘ）ｄΩ的具体表达式，



具体的推导过程可参见文献［５］。

∫
Ω
ｕ１ｂ１ｄΩ ＝

ｋ

ｊ＝１
∫
Γ
（
ｕｊ＋１
ｎ
ｂｊ－ｕｊ＋１

ｂｊ
ｎ
）ｄΓ＋

∫
Ω
ｕｋ＋１（

２ｂｋ）ｄΩ。 （３）

其中：ｕｊ ＝－
１
４π
Ｃｊｒ

２（ｊ－１）（ｌｎｒ２－Ｄｊ）；

ｒ＝｜ｘ－ｙ｜，Ｃｊ＝
１

４ｊ－１［（ｊ－１）！］２
；

Ｄｊ＝２（１＋
１
２＋

１
３＋…＋

１
ｊ－１），ｂｊ＋１＝

２ｂｊ。

由表达式（３）可以看出，若ｂ１是ｋ阶调和函数，即
２ｂｋ＝Δ

ｋｂ１＝０，ｂ１∈Ω，则式（３）右端的最后一项

∫
Ω
ｕｋ＋１（

２ｂｋ）ｄΩ为０，此时域积分可以完全转化为一

系列的边界积分来计算。

若ｂ１不是有限阶的调和函数，总会存在一项区域

积分∫
Ω
ｕｋ＋１（

２ｂｋ）ｄΩ，但假若 Ω是有限单连通域，

ｂ１∈Ｃ∞（Ω），且满足｜
２ｂｋ＋１｜≤ａ

２｜２ｂｋ｜（ａ为与 ｋ

无关的常数），则可以证明∫
Ω
ｕｋ＋１（

２ｂｋ）ｄΩ→０

（ｋ→∞），下面给出证明。

∫
Ω
ｕｋ＋１（

２ｂｋ）ｄΩ ＝

∫
Ω

１
４ｋ＋１π（ｋ！）２

ｒ２ｋ［ｌｎｒ２－

２（１＋１２＋
１
３＋，…，＋

１
ｋ）］·

（２ｂｋ）ｄΩ

≤

∫
Ω

１
４ｋ＋１π（ｋ！）２

ｒ２ｋｌｎｒ２（２ｂｋ）ｄΩ ＋

∫
Ω

２
４ｋ＋１π（ｋ！）２

ｒ２ｋ·

（１＋１２＋
１
３＋… ＋

１
ｋ）·

（２ｂｋ）ｄΩ

。

　　其中第一项

∫
Ω

１
４ｋ＋１π（ｋ！）２

ｒ２ｋｌｎｒ２（２ｂｋ）ｄΩ ≤
ａ２ｋＭ

２２ｋ＋１π（ｋ！）２
·

∫
Ω
ｒ２ｋｌｎｒｄΩ ≤

ａ２ｋＭ
２２ｋ＋１π（ｋ！）２∫

２π

０
ｄθ∫

ｒ（θ）

０
ｒ２ｋ｜ｌｎｒ｜ｄｒ≤

ａ２ｋＭ
２２ｋ（ｋ！）２∫

Ｒ

０
ｒ２ｋ｜ｌｎｒ｜ｄｒ。

这里Ｍ＝ｍａｘ
ｘ∈Ω
｜２ｂ１｜，

Ｒ＝ｍａｘ
ｒ∈Γ
｛ｒ（θ）｜０≤θ≤２π｝，下同。

注意到ｒ＝｜ｘ－ｙ｜，ｙ∈Ω，以上积分是对积分变量
ｘ∈Ω进行的，放大时是把原积分区域 Ω放大为以 ｙ

为圆心，Ｒ为半径的圆上积分。令ξ＝ｒＲ

则∫
Ｒ

０
ｒ２ｋ｜ｌｎｒ｜ｄｒ≤ｌｉｍ

ε→０∫
１

ε
Ｒ２ｋ＋１ξ２ｋ（｜ｌｎξ｜＋｜ｌｎＲ｜）ｄξ≤

Ｒ２ｋ＋１
２ｋ＋１（｜ｌｎＲ｜＋１）。

从而

∫
Ω

１
４ｋ＋１π（ｋ！）２

ｒ２ｋｌｎｒ２（２ｂｋ）ｄΩ ≤

ａ２ｋＭＲ２ｋ＋１

２２ｋ（２ｋ＋１）（ｋ！）２
（｜ｌｎＲ｜＋１）＝

ＭＲ（｜ｌｎＲ｜＋１）
２２ｋ（２ｋ＋１）

（
（ａＲ）ｋ
ｋ！ ）

２。

　　又其中第二项

∫
Ω

１
４ｋ＋１π（ｋ！）２

ｒ２ｋ２·

１＋１２＋
１
３＋… ＋

１( )ｋ（２ｂｋ）ｄΩ
≤

２ａ２ｋｋＭ
４ｋ＋１π（ｋ！）２

｜∫
Ω
ｒ２ｋｄΩ｜≤ Ｍａ２ｋＲ２ｋ＋１ｋ

２２ｋ（２ｋ＋１）（ｋ！）２
＝

ＭＲｋ
２２ｋ（２ｋ＋１）

（
（ａＲ）ｋ
ｋ！ ）

２。

　　（类似第一项的证明）。

故 ∫
Ω
ｕｋ＋１（

２ｂｋ）ｄΩ ≤
ＭＲ（｜ｌｎＲ｜＋１＋ｋ）
２２ｋ（２ｋ＋１）

·

（
（ａＲ）ｋ
ｋ！ ）

２。

当 ｋ→ ∞ 时 右 端 项 趋 向 于 ０，从 而

∫Ωｕ

ｋ＋１（

２ｂｋ）ｄΩ →０（ｋ→∞），得证。
上述证明说明，对于任意的 ε＞０，总可以找到 Ｋ，

当ｋ＞Ｋ时，∫Ωｕ

ｋ＋１（

２ｂｋ）ｄΩ ＜ε，因此可以忽略不
计。这样，表达式（３）可写成

∫
Ω
ｕ１ｂ１ｄΩ ＝

Ｋ

ｊ＝１
∫
Γ
（
ｕｊ＋１
ｎ
ｂｊ－ｕｊ＋１

ｂｊ
ｎ
）ｄΓ。（４）

　　至此，可用一系列的边界积分来代替域积分。离
散时只需对边界进行离散，避免了对全域的离散。把

式（４）代入式（２）可得

∫
Γ
（ｕ（ｘ）－ｕ（ｙ））ｑ１（ｘ，ｙ）ｄｓｘ ＝∫

Γ
ｑ（ｘ）ｕ１（ｘ，ｙ）ｄｓｘ－


Ｋ

ｊ＝１
∫
Γ
（
ｕｊ＋１
ｎ
ｂｊ－ｕｊ＋１

ｂｊ
ｎ
）ｄΓ；ｙ∈Ω。 （５）

３　用边界节点法求解

在边界Γ上，将未知变量ｕ和 ｑ用 ＭＬＳ［２］方案近
似，对计算点ｘ（包括 Ｇａｕｓｓ点和边界节点）选取在其
影响域内的弧长ｓ作为参数，即

ｕ（ｓ）＝
Ｎｓ

ｉ＝１
Φｉ（ｓ）^ｕｉ， （６）

ｑ（ｓ）＝
Ｎｓ

ｉ＝１
Φｉ（ｓ）^ｑｉ， （７）
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　　其中ｕ^ｕｉ，^ｑｉ是节点值 ｕ（ｙｉ（ｓ））和 ｑ（ｙｉ（ｓ））在节
点ｙｉ（ｓ）处的近似值，待定；Ｎｓ是计算点ｘ（ｓ）的影响域
中节点的个数；Φｉ（ｓ）是边界节点 ｙｉ（ｓ）的 ＭＬＳ形函
数，即

Φｉ（ｓ）＝
ｔ

ｊ＝１
ｐｊ（ｓ）［Ａ

－１（ｓ）Ｂ（ｓ）］ｊｉ。 （８）

　　这里ｐｊ（ｓ）是基函数，ｔ是基函数的阶数。选取ｔ＝
３，即ｐＴ（ｓ）＝［１，ｓ，ｓ２］。

矩阵Ａ（ｓ）和Ｂ（ｓ）表达式是

Ａ（ｓ）＝
Ｎｓ

ｉ＝１
ｗｉ（ｓ）ｐ（ｓｉ）ｐ

Ｔ（ｓｉ）， （９）

Ｂ（ｓ）＝［ｗ１（ｓ）ｐ（ｓ１），ｗ２（ｓ）ｐ（ｓ２），…，ｗＮｓ（ｓ）ｐ（ｓＮｓ）］。

（１０）
其中ｗｉ（ｓ）是权函数，笔者选取高斯函数作为权函数：

ｗｉ（ｓ）＝
ｅ－（ｄｉ／ｃ）２－ｅ－（^ｄｉ／ｃ）２

１－ｅ－（^ｄｉ／ｃ）２
，ｄｉ≤ ｄ^ｉ

０，ｄｉ＞ｄ^
{

ｉ

。 （１１）

　　式中ｄｉ是计算点ｘ（ｓ）与边界节点 ｙｉ（ｓ）的距离，
ｄｉ＝｜ｘ（ｓ）－ｙｉ（ｓ）｜；^ｄｉ是计算点ｘ（ｓ）的影响域半径；ｃ
是控制相对权重的参数。

以节点ｙｌ（ｓ）（ｌ＝１，２，…，Ｎ）作为配置点，将式
（６）和式（７）代入式（５），并把边界离散成 ＮＣ个背景
网格。为了简便，选取的背景网格互不重叠，得


ＮＣ

ｋ＝１
∫
Γｋ
ｑ１（ｘ，ｙｌ）

Ｎｘ

ｉ＝１
Φｉ（ｘ）^ｕｉ－

Ｎｙｌ

ｉ＝１
Φｉ（ｙｌ）^ｕ[ ]ｉｄｓｘ ＝


ＮＣ

ｋ＝１∫Γｋｕ

１（ｘ，ｙｌ）

Ｎｘ

ｉ＝１
Φｉ（ｘ）^ｑｉｄｓ( )ｘ －


Ｋ

ｊ＝１
（
ＮＣ

ｋ＝１
∫
Γｋ

ｕｊ＋１（ｘ，ｙｌ）
ｎｘ

ｂｊ－ｕｊ＋１（ｘ，ｙｌ）
ｂｊ
ｎｘ
）ｄｓ( )ｘ 。
（１２）

　　其中Ｎｘ、Ｎｙｌ分别是计算点ｘ和配置点 ｙｌ支撑域
中的节点数目；Φｉ（ｘ）、Φｉ（ｙｌ）分别是节点ｙｉ在计算点
ｘ和配置点 ｙｌ处的形函数。式（１２）左端积分总是非
奇异的，右端存在的奇异积分可以采用如下的公式将

其转化为非奇异的，

Ｉ＝∫
１

－１
ｌｎ［ｒ（η）］ｆ（η）ｄη＝∫

１

－１
ｌｎ［（ｌ／２）｜η－ηｙ｜］·

［ｆ（η）－ｆ（ηｙ）］ｄη＋ｆ（ηｙ）｛２ｌｎ（ｌ／２）＋（１＋ηｙ）·
［ｌｎ（１＋ηｙ）－１］＋（１－ηｙ）［ｌｎ（１－ηｙ）－１］｝。

（１３）
为了决定 ｕ^ｉ，^ｑｉ，在Ｎ个配置点ｙｌ（ｓ）（ｌ＝１，２，…，Ｎ）处
满足方程（１２），同时满足边界条件方程（１）。把式
（６）、（７）代入式（１）得


Ｎ

ｉ＝１
Φｉ（ｓ）^ｕｉ＝珔ｕ， （１４）

在Γ１上。


Ｎ

ｉ＝１
Φｉ（ｓ）^ｑｉ＝珋ｑ， （１５）

在Γ２上。
联立式（１２）、（１４）、（１５）得包含 ２Ｎ个方程，２Ｎ

个未知数 ｕ^ｉ，^ｑｉ，（ｉ＝１，２，…Ｎ）的方程组。由此可解得
ｕ^ｉ，^ｑｉ。

４　数值例子

算例１选取参考文献［４］的数值算例 ４。Ｅｘａｍ
ｐｌｅ：在边长为 ２的正方形平面域上有泊松方程：
２ｕ＝２·（ｘ２＋ｙ２－２），边界条件如图１所示。这个
问题的解析解为ｕ＝（ｘ２－１）（ｙ２－１）。

方程右端的非齐次项是二阶调和函数，采用多重

互换法，由式（３）可知，只需取 ｋ＝２，即可把区域积分
完全转化为边界积分。这个算例也分别选取了在边界

图１　边长为２的正方形区域的边界条件

上取４０～８００个节点的情况进行了计算，误差值见图
２。参照图２和文献［４］的图２进行比较可以看出，虽
然选取的是不同的计算方法，但是两者的绝对误差都

随着节点数的增加而迅速降低，且笔者的方法具有更

高的精度。

图２　算例１的绝对误差值（对数标度）

算例２在边长为 １的正方形平面域上有泊松方
程：２ｕ＝２ｅｘ＋ｙ，边界条件如图３所示。这个问题的解
析解为ｕ＝ｅｘ＋ｙ。

方程右端的非齐次项不是有限阶的调和函数，

采用多重互换法不可能把区域积分完全转化为边界
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图３　边长为１的正方形区域的边界条件

积分。计算时在边界上取１６个节点，并且分别选取
式（４）中的 Ｋ＝２，３，４，５，６的情况进行了比较，计算
结果和解析解列于表１。结果表明随着 Ｋ的增大，计

算值逐渐靠近准确值，并且最终达到稳定，稳定后的

数值结果具有较高的精度（见表１）。
算例３在边长为 π的正方形平面域上有泊松方

程：２ｕ＝－２ｓｉｎｘｓｉｎｙ，边界条件为ｕ＝０，ｕ∈［０，π］
×［０，π］。这个问题的解析解为 ｕ＝ｓｉｎｘｓｉｎｙ。
这个方程右端的非齐次项也不是有限阶的调和

函数，计算时边界上取１６个节点，并且分别选取了
式（４）中的 Ｋ＝５，６，７，８，９的情况进行了比较，计算
结果和解析解列于表３。结果表明，在 Ｋ＝８和 Ｋ＝９
时结果几乎完全相同，计算值最终趋于稳定，没有必

要再继续计算下去（见表２）。

表１　边长为１的正方形平面域问题

ｘ ｙ Ｋ＝２ Ｋ＝３ Ｋ＝４ Ｋ＝５ Ｋ＝６ 准确值

０．７ ０．３ ２．７５１０ ２．７２６５ ２．７２５１ ２．７２５１ ２．７２５１ ２．７１８３

０．６ ０．２ ２．２７５９ ２．２２９４ ２．２２６７ ２．２２６６ ２．２２６６ ２．２２５５

０．１ ０．５ １．８９３２ １．８１９５ １．８１５２ １．８１５１ １．８１５１ １．８２２１

０．６ ０．４ ２．７４７２ ２．７２２９ ２．７２１５ ２．７２１４ ２．７２１４ ２．７１８３

０．９ ０．８ ５．４５６１ ５．４６０３ ５．４６０７ ５．４６０７ ５．４６０７ ５．４７３９

０．８ ０．４ ３．３３７０ ３．３２８３ ３．３２７８ ３．３２７８ ３．３２７８ ３．３２０１

表２　边长为π的正方形平面域问题

ｘ ｙ Ｋ＝５ Ｋ＝６ Ｋ＝７ Ｋ＝８ Ｋ＝９ 准确值

３ｐｉ／４ ２ｐｉ／３ ０．５８２８ ０．６１５９ ０．６１１２ ０．６１１７ ０．６１１７ ０．６１２４

７ｐｉ／８ ３ｐｉ／４ ０．２４５０ ０．２７５０ ０．２７０４ ０．２７０９ ０．２７０９ ０．２７０６

ｐｉ／３ ｐｉ／６ ０．４０６６ ０．４３７０ ０．４３２６ ０．４３３１ ０．４３３０ ０．４３３０

ｐｉ／４ ３ｐｉ／４ ０．４７０３ ０．５０４３ ０．４９９４ ０．４９９９ ０．４９９９ ０．５０００

５ｐｉ／８ ｐｉ／３ ０．７７０１ ０．８０３４ ０．７９８８ ０．７９９３ ０．７９９３ ０．８００１

ｐｉ／６ ５ｐｉ／６ ０．２２２８ ０．２５５３ ０．２５０２ ０．２５０８ ０．２５０７ ０．２５００

５　结　论

通过耦合边界节点法和多重互换法，发展了一

种求解泊松方程的无网格方法，该法具有如下特点：

１）方法简单，利于程序实现。
２）无需在区域上划分网格，避免了对区域的离散。
３）数值算例表明本文的方法具有较高的计算精度。
并且本文也给出了用多重互换法把区域积分转化

为边界积分的收敛性证明。
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