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摘　要：从代数角度研究了右侧幂等 Ｑｕａｎｔａｌｅ中的理想和理想余核的具体结构，并且证明了右侧
幂等Ｑｕａｎｔａｌｅ中的理想和理想余核分别是主理想和简单理想余核．同时讨论了Ｑｕａｎｔａｌｅ中理想与同余
之间的关系．
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　　Ｑｕａｎｔａｌｅ的概念是在１９８６年由 Ｃ．Ｊ．Ｍｕｌｖｅｙ提
出的，其背景在于给研究非交换Ｃ －代数提供新的
格式刻划，并给量子力学提供新的数学模型。关于

Ｑｕａｎｔａｌｅ理论的基本内容的较系统的介绍始于 １９９０
年Ｋ．Ｉ．Ｒｏｓｅｎｔｈａｌ的文献［１］的出版。在短短的二十
几年中，有关Ｑｕａｎｔａｌｅ理论的大量新的观点及应用相
继被揭示（见文献［１３］）。理想是 Ｑｕａｎｔａｌｅ的重要结
构，也是研究 Ｑｕａｎｔａｌｅ的重要工具。文献［４］对
Ｑｕａｎｔａｌｅ中的理想进行了研究，得到了理想与映射之
间是一一对应关系。在此基础上，对右侧幂等

Ｑｕａｎｔａｌｅ中的理想和理想余核进行了更加具体的研究，
同时也讨论了Ｑｕａｎｔａｌｅ中理想与同余之间的关系。

１　预备知识

定义１　设Ｑ是完备格，＆是Ｑ上的二元运算且
满足：

１）ａ，ｂ，ｃ∈Ｑ，（ａ＆ｂ）＆ｃ＝ａ＆（ｂ＆ｃ）；
２）ａ∈Ｑ， ｂ{ }ｉ ｉ∈Ｑ，ａ＆（∨ｂｉ）＝∨（ａ＆ｂｉ）；

（∨ｂｉ）＆ａ＝∨（ｂｉ＆ａ），
则称（Ｑ，＆）是 Ｑｕａｎｔａｌｅ，简称 Ｑ是 Ｑｕａｎｔａｌｅ。用０和
１分别表示Ｑ上的最小元和最大元。

定义 ２　设 Ｑ是 Ｑｕａｎｔａｌｅ，ａ∈Ｑ。若 ａ＆１≤
ａ（１＆ａ≤ａ），则称ａ是右（左）侧元；若 ａ既是右侧元
又是左侧元，则称ａ是Ｑ的双侧元。

定义３　用Ｒ（Ｑ），Ｌ（Ｑ），Ｔ（Ｑ）分别表示 Ｑ上的
右侧元，左侧元和双侧元的全体。若 Ｑ＝Ｒ（Ｑ），则称
Ｑ为右侧Ｑｕａｎｔａｌｅ。

例４　设 Ｑ是完备格，定义 Ｑ上的二元运算为

ｘ，ｙ∈Ｑ，ｘ＆ｙ＝
ｘ，ｙ≠０
０，ｙ{ ＝０

，

则（Ｑ，＆）是Ｑｕａｎｔａｌｅ。称这样的Ｑｕａｎｔａｌｅ为简单
Ｑｕａｎｔａｌｅ。

定义５　设 Ｑ是 Ｑｕａｎｔａｌｅ。若对任意 ｘ∈Ｑ，有
ｘ＆ｘ＝ｘ，则称Ｑ是幂等Ｑｕａｎｔａｌｅ。若存在ｅ∈Ｑ，使得
对任意 ａ∈Ｑ，有 ａ＆ｅ＝ｅ＆ａ＝ ａ，则称 Ｑ是单
位Ｑｕａｎｔａｌｅ。

定义６　设Ｑ是Ｑｕａｎｔａｌｅ，Ｓ是Ｑ的非空子集。若
Ｓ满足下列条件：１） ｓ{ }ｉ∈Ｓ，∨ｓｉ∈Ｓ；２）ｘ∈Ｑ，
ｓ∈Ｓ，ｓ＆ｘ，ｘ＆ｓ∈Ｓ，则称Ｓ是Ｑ的理想。

注７　１）若Ｓ＝Ｑ或Ｓ＝｛０｝，则称Ｓ是Ｑ的平凡
理想；２）若Ｓ是Ｑ的理想，则∨Ｓ∈Ｔ（Ｑ）。

定义８［４］　设Ｑ是Ｑｕａｎｔａｌｅ，称保序映射ｇ：Ｑ→
Ｑ是Ｑ上的余核映射，若ａ，ｂ∈Ｑ，有１）ｇ（ａ）≤ａ；
２）ｇ（ｇ（ａ））＝ｇ（ａ）；３）ｇ（ａ）＆ｇ（ｂ）≤ｇ（ａ＆ｂ）。

若余核映射ｇ满足ａ，ｂ∈Ｑ，（ＣＲ：）ｇ（ａ）＆ｂ＝
ｇ（ｇ（ａ）＆ｂ）（或（ＣＬ：）ａ＆ｇ（ｂ）＝ｇ（ｇ（ａ）＆ｇ（ｂ）），则
称ｇ是Ｑ上的右（左）理想余核；若余核映射 ｇ满足
ＣＲ与ＣＬ，则称ｇ是Ｑ上的理想余核。



定义９　设Ｑ和 Ｋ是 Ｑｕａｎｔａｌｅ，ｆ：Ｑ→Ｋ是保序映
射，如果ｆ满足：１）ａ，ｂ∈Ｑ，ｆ（ａ＆ｂ）＝ｆ（ａ）＆ｆ（ｂ）；
２） ｂ{ }ｉＱ，ｆ（∨ｉｂｉ）＝∨ｉｆ（ｂｉ），则称 ｆ是 Ｑ到 Ｋ
之间的Ｑｕａｎｔａｌｅ同态。

若ｆ既是单的又是满的，则称 ｆ是同构，这时也
称Ｑ与Ｋ同构，记作Ｑ≌Ｋ。

定义１０　设 Ｑ是 Ｑｕａｎｔａｌｅ，Ｒ是 Ｑ上的等价关
系，如果Ｒ满足：１）ａ，ｂ，ｃ，ｄ∈Ｑ，（ａ，ｂ），（ｃ，ｄ）∈
Ｒ（ａ＆ｃ，ｂ＆ｄ）∈Ｒ；２）ａｉ，ｂｉ∈Ｑ，（ａｉ，ｂｉ）∈Ｒ
（∨ａｉ，∨ｂｉ）∈Ｒ，则称Ｒ是Ｑ上的同余关系，简称为
Ｑ上的同余。

注１１　Ｑ／Ｒ表示 ＱｕａｎｔａｌｅＱ模 Ｒ所得的等价类
之集，即Ｑ／Ｒ＝｛［ｘ］｜ｘ∈Ｑ｝。定义Ｑ／Ｒ上的＆运算
和并运算如下：［ｘ］，［ｙ］∈Ｑ／Ｒ，［ｘ］＆［ｙ］＝［ｘ＆ｙ］；
∨｛［ｘｉ］｝Ｑ／Ｒ，∨［ｘｉ］＝［∨ｘｉ］。可以验证Ｑ／Ｒ关
于上述运算构成Ｑｕａｎｔａｌｅ。

２　Ｑｕａｎｔａｌｅ中的理想与理想余核

命题１２　设Ｑ是Ｑｕａｎｔａｌｅ，ｇ是 Ｑ上的映射，则
ｇ是Ｑ上的余核当且仅当ｇ是Ｑ上的余闭包算子，且
ａ，ｂ∈Ｑ，ｇ（ａ）＆ｇ（ｂ）＝ｇ（ｇ（ａ）＆ｇ（ｂ））。

在文献［２］中满足条件ａ，ｂ∈Ｑ，ｇ（ａ）＆ｇ（ｂ）＝
ｇ（ｇ（ａ）＆ｇ（ｂ））的余闭包算子被称为开模态。如果把
上述条件加强，即余闭包算子ｇ满足ＣＲ或 ＣＬ，由命
题１可知ｇ是余核映射。这样就简化了文献［４］中右
（左）理想余核的概念，即右（左）理想余核是满足

ＣＲ（ＣＬ）的余闭包算子。下面给出右（左）理想余核的
另一个刻画。

命题１３　设Ｑ是Ｑｕａｎｔａｌｅ，ｇ是 Ｑ上的映射，则
ｇ是Ｑ上的右（左）理想余核当且仅当 ｇ是 Ｑ上的余
闭包算子，且ａ，ｂ∈Ｑ，ｇ（ａ）＆ｂ≤ｇ（ａ＆ｂ）（或
ａ＆ｇ（ｂ）≤ｇ（ａ＆ｂ））。

用ＩＣＮ（Ｑ）表示Ｑ上理想余核的全体。设Ｑ是单
位Ｑｕａｎｔａｌｅ，ｅ是单位元，Ｅ＝｛ａ∈Ｑ︱ａ＆ａ＝ａ，ａ≤ｅ，
ａ＆ｂ＝ｂ＆ａ，ｂ∈Ｑ｝。关于理想余核将有以下结论。

定理１４　设Ｑ是Ｑｕａｎｔａｌｅ，则ＩＣＮ（Ｑ）在逐点序
下是完备格。

证明： ｇ{ }ｉ ｉＩＣＮ（Ｑ），令 ｇ＝∨ｉｇｉ。则对任意
ｘ，ｙ∈Ｑ，有
１）ｇ（ｘ）＝∨ｉｇｉ（ｘ）≤ｘ；２）若 ｘ≤ｙ，则 ｇ（ｘ）＝

∨ｉｇｉ（ｘ）≤∨ｉｇｉ（ｙ）＝ｇ（ｙ），即 ｇ（ｘ）≤ｇ（ｙ）；３）
ｇ（ｇ（ｘ））＝ｇ（ｘ）。这是因为①ｇ（ｇ（ｘ））≤ｇ（ｘ）显然
成立；② 对 任 意 ｘ∈ Ｑ，ｇ（ｘ）＝∨ｉｇｉ（ｘ）＝
∨ｉｇｉ（ｇｉ（ｘ））≤∨ｕｇｉ（∨ｉｇｉ（ｘ）） ＝ｇ（ｇ（ｘ）），即
ｇ（ｘ）≤ｇ（ｇ（ｘ））。

由１），２）和３）知ｇ是Ｑ上的余闭包算子。
４）ｇ（ｘ）＆ｙ＝（∨ｉｇｉ（ｘ））＆ｙ＝∨ｉｇｉ（ｘ）＆ｙ（∨ｉｇｉ

（ｘ＆ｙ）＝ｇ（ｘ＆ｙ），即 ｇ（ｘ）＆ｙ≤ｇ（ｘ＆ｙ）。同理可证
ｘ＆ｇ（ｙ）≤ｇ（ｘ＆ｙ）。

由命题１３可知 ｇ∈ＩＣＮ（Ｑ）。因此 ＩＣＮ（Ｑ）是完
备格。

命题 １４　１）设 Ｑ是单位 Ｑｕａｎｔａｌｅ，则ａ∈
Ｅ（Ｑ），＿∧ａ：Ｑ→Ｑ是余核映射；
２）设Ｑ是单位Ｑｕａｎｔａｌｅ，则ａ∈Ｅ（Ｑ），
＿＆ａ：Ｑ→Ｑ是理想余核；
３）设Ｑ是幂等Ｑｕａｎｔａｌｅ。定义ＩＣＮ（Ｑ）上的二元运

算＆０如下：ａ∈Ｑ，ｇ１，ｇ２∈ＩＣＮ（Ｑ），（ｇ１＆０ｇ２）（ａ）＝
ｇ１（ａ）＆０ｇ２（ａ），则（ＩＣＮ（Ｑ），＆０）是幂等Ｑｕａｎｔａｌｅ。

命题１５［１］　设Ｑ是右侧幂等Ｑｕａｎｔａｌｅ，则
１）ａ∈Ｑ，ａ＝１＆ａ∈Ｔ（Ｑ），并且ａ是比ａ大的最

小双侧元；

２）ａ，ｂ，ｃ∈Ｑ，ａ＆ｂ＆ｃ＝ａ＆ｃ＆ｂ；
３）如果ａ（ｂ，则ａ＆ｂ＝ａ。
命题１６　设 Ｑ是右侧幂等 Ｑｕａｎｔａｌｅ，ａ∈Ｑ，则

Ｑ＆ａ＝｛ｘ＆ａ｜ｘ∈Ｑ｝是Ｑ上的理想。
命题 １７　设 Ｑ是右侧幂等 Ｑｕａｎｔａｌｅ，则ａ∈

Ｔ（Ｑ），↓ａ＝｛ｘ∈Ｑ｜ｘ≤ａ｝是Ｑ上的理想。
称命题１７中的理想为主理想。
命题１８　设Ｑ是右侧幂等Ｑｕａｎｔａｌｅ。若Ｓ是Ｑ上

的理想，则存在ａ∈Ｔ（Ｑ），使Ｓ＝↓ａ。
由命题１７和命题１８有以下结论。
定理１９　设Ｑ是右侧幂等Ｑｕａｎｔａｌｅ，则Ｑ中的理

想都是主理想。

命题２０　设Ｑ是右侧幂等Ｑｕａｎｔａｌｅ。则Ｑ只有平
凡理想当且仅当ｘ，ｙ∈Ｑ，ｘ≠０，ｙ＆ｘ＝ｙ。

证明：必要性：若 Ｑ只有平凡理想，则由注７可
知Ｔ（Ｑ）＝｛０，１｝。ｘ，ｙ∈Ｑ，且 ｘ≠０，则由命题１５
及Ｔ（Ｑ）＝｛０，１｝，有 ｙ＆ｘ＝ｙ＆（ｘ＆１）＝ｙ＆（１＆ｘ）＝
ｙ＆１＝ｙ。

充分性：设对任意 ｘ，ｙ∈Ｑ，ｘ≠０，有 ｙ＆ｘ＝ｙ，则
Ｔ（Ｑ）＝｛０，１｝。由定理１９知Ｑ只有平凡理想。

推论２１　设Ｑ是右侧幂等Ｑｕａｎｔａｌｅ，则Ｑ只有平
凡理想当且仅当Ｑ是简单Ｑｕａｎｔａｌｅ。

定理２２［４］　设 Ｑ是 Ｑｕａｎｔａｌｅ，ＳＱ。则 Ｓ是 Ｑ
上的理想当且仅当存在惟一的理想余核 ｇ，使
得Ｑｇ＝Ｓ。

命题２３　设 Ｑ是右侧幂等 Ｑｕａｎｔａｌｅ，则ａ∈Ｑ，
ｇ＝－＆ａ是Ｑ上的理想余核。

称命题２３中的理想余核为简单理想余核。
命题２４　设Ｑ是右侧幂等Ｑｕａｎｔａｌｅ，ｇ是Ｑ上的
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理想余核，则存在ａ∈Ｑ，使得ｇ＝－＆ａ。
证明：由定理 ２２知 Ｑｇ是 Ｑ上的理想。令 ａ＝

∨Ｑｇ，则ａ∈Ｔ（Ｑ）。由命题２３知ｈ＝＿＆ａ是Ｑ上的
理想余核。由命题１６和命题１８知 Ｑｇ＝↓ａ＝Ｑ＆ａ＝
Ｑｈ。再由定理２２知ｈ＝ｇ，即 ｇ＝－＆ａ。

由命题１３和命题１４，有下面的结论。
定理２５　设Ｑ是右侧幂等Ｑｕａｎｔａｌｅ，则Ｑ上的理

想余核都是简单理想余核。

３　Ｑｕａｎｔａｌｅ中的理想与同余

文献［５］讨论了 Ｑｕａｎｔａｌｅ中的商与同余的关系。
本小节主要讨论Ｑｕａｎｔａｌｅ中的理想与同余的关系。设
Ｉ是 ＱｕａｎｔａｌｅＱ中的理想，定义 Ｑ上的二元关 ～Ｉ
如下：

ｘ，ｙ∈Ｑ，ｘ～Ｉｙ
ａ，ｂ∈Ｉ，ｘ∨ａ＝ｙ∨ｂ。

定理２６　设Ｑ是 Ｑｕａｎｔａｌｅ，Ｉ是 Ｑ上的理想，则
～Ｉ是Ｑ上的同余。
证明：１）由于Ｉ≠Φ，取ｐ∈Ｉ，有ａ∨ｐ＝ａ∨ｐ，因此

ａ～Ｉａ；
２）若ａ～Ｉｂ，则存在ｐ，ｑ∈Ｉ，使 ａ∨ｐ＝ｂ∨ｑ，从而

ｂ∨ｑ＝ａ∨ｐ，即ｂ～Ｉａ；
３）若ａ～Ｉｂ，ｂ～Ｉｃ，则存在ｐ，ｑ，ｍ，ｎ∈Ｉ，使 ａ∨ｐ＝

ｂ∨ｑ，ｂ∨ｍ＝ｃ∨ｎ，从而ａ∨（ｐ∨ｍ）＝ｃ∨（ｑ∨ｎ）。因
为ｐ∨ｍ，ｑ∨ｎ∈Ｉ，所以ａ～Ｉｃ；

由１）、２）和３）知～Ｉ是Ｑ上的等价关系。
４）若 ａ～Ｉｂ，ｃ～Ｉｄ，则存在 ｐ，ｑ，ｍ，ｎ∈Ｉ，使

ａ∨ｐ＝ｂ∨ｑ，ｃ∨ｍ＝ｄ∨ｎ，从而（ａ＆ｃ）∨（ａ＆ｍ∨ｐ＆ｃ
∨ｐ＆ｍ）＝（ｃ＆ｄ）∨（ｃ＆ｎ∨ｍ＆ｄ∨ｍ＆ｎ）。由于 ａ＆ｍ，
ｐ＆ｃ，ｐ＆ｍ，ｃ＆ｎ，ｍ＆ｄ，ｍ＆ｎ∈Ｉ，因此（ａ＆ｍ∨ｐ＆ｃ∨
ｐ＆ｍ）∈Ｉ，（ｃ＆ｎ∨ｍ＆ｄ∨ｍ＆ｎ）∈Ｉ。由 ～Ｉ定义可知
ａ＆ｃ～Ｉｂ＆ｄ；
５）若 ａｉ～Ｉｂｉ，则存在 ｐｉ，ｑｉ∈Ｉ，使 ａｉ∨ｐｉ＝

ｂｉ∨ｑｉ，从而（∨ａｉ）∨（∨ｐｉ）＝（∨ｂｉ）∨（∨ｑｉ）。因为
∨ｐｉ，∨ｑｉ∈Ｉ，所以∨ａｉ～Ｉ∨ｂｉ。

由Ｑｕａｎｔａｌｅ同余的定义可知～Ｉ是Ｑ上的同余。
注２７　１）若Ｉ＝｛０｝，则ａ，ｂ∈Ｑ，ａ～Ｉｂａ＝

ｂ。从而～｛０｝是Ｑ上的最小的同余；
２）若１∈Ｉ，则ａ，ｂ∈Ｑ，ａ～ｉｂ。从而 ～ｉ是 Ｑ上

的最大的同余；

３）设 ａ∈Ｑ，［ａ］～Ｉ＝［０］～Ｉａ～Ｉ０存在 ｐ，
ｑ∈Ｉ，使ａ∨ｐ＝ｑ存在ｐ∈Ｉ，使ａ∨ｐ∈Ｉ；
４）若ａ∈Ｉ，则０～Ｉａ。

命题２８　设Ｑ是 Ｑｕａｎｔａｌｅ，Ｉ是 Ｑ上的理想，则
１）Ｉ［０］！Ｉ；２）若Ｉ是Ｑ上的主理想，则Ｉ＝［０］～Ｉ。

命题２９　设Ｑ是Ｑｕａｎｔａｌｅ，Ｒ是Ｑ上的同余，则
［０］是Ｑ上的主理想。

注３０　设 Ｒ是 ＱｕａｎｔａｌｅＱ上的同余，～［０］Ｒ是由
［０］定义的Ｑ上的同余。但是 ～［０］Ｒ与 Ｒ未必有包含
关系。

上面讨论了理想和同余的关系，接下来讨论

Ｑｕａｎｔａｌｅ同态与同余以及Ｑｕａｎｔａｌｅ同态与理想之间的
关系。

命题 ３１　设 Ｑ，Ｋ是 Ｑｕａｎｔａｌｅ，ｆ：Ｑ→Ｋ是
Ｑｕａｎｔａｌｅ同态，定义 Ｑ上的二元关系 Ｒｆ：ｘ，ｙ∈Ｑ，
ｘＲｆｙｆ（ｘ）＝ｆ（ｙ），则Ｒｆ是Ｑ上的同余。

定理 ３２　设 Ｑ，Ｋ是 Ｑｕａｎｔａｌｅ，ｆ：Ｑ→Ｋ是
Ｑｕａｎｔａｌｅ同态，则

１）若π：Ｑ→
Ｑ
Ｒｆ
是映射，ａ∈Ｑ，π（ａ）＝［ａ］，则

π是Ｑｕａｎｔａｌｅ满同态。

２）若ｆ是Ｑｕａｎｔａｌｅ满同态，则ＱＲｆ
≌Ｋ；

命题 ３３　设 Ｑ，Ｋ是 Ｑｕａｎｔａｌｅ，ｆ：Ｑ→Ｋ是
Ｑｕａｎｔａｌｅ同态，则
１）ｆ－１（０）＝｛ｘ∈Ｑ（ｆ（ｘ）＝０｝是Ｑ上的理想；
２）π：Ｑ→Ｑ／～ｆ－１（０）是Ｑｕａｎｔａｌｅ满同态，且ｆ

－１（０）
ｋｅｒ（π）。

由注３０可知对任意同余 Ｒ，Ｒ与 ～［０］Ｒ之间未必
有包含关系。如果Ｒ是由Ｑｕａｎｔａｌｅ同态 ｆ所确定的同
余，即Ｒ＝Ｒｆ，则有

命题 ３４　设 Ｑ，Ｋ是 Ｑｕａｎｔａｌｅ，ｆ：Ｑ→Ｋ是
Ｑｕａｎｔａｌｅ同态，则～［０］ＲＲｆ，即ｘ～［０］ＲｙｘＲｆｙ。
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再由引理４，引理５得：

ｎ－８－
１０２＋１( )ｋ
ｎ－５－２









ｋ

｛Ｔ（ｒ，ｆ）＋Ｔ（ｒ，ｇ）｝≤Ｓ（ｒ，ｆ）＋Ｓ（ｒ，ｇ），

这与ｎ≥１２矛盾，则Ｈ≡０。
２）ｋ＝２时，可得Ｈ≡０。具体证明见文献［３］。
综上Ｈ≡０，再由引理７有 Ｅ（１，Ｆ）＝Ｅ（１，Ｇ），从

而Ｅ（Ｓ，Ｆ）＝Ｅ（Ｓ，Ｇ），因此，根据定理 Ｂ知定理１的
结论成立。
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