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摘　要：讨论了亚纯函数的惟一性问题，证明存在一个具有１２个元素的集合 Ｓ使得对任意２个非
常数的亚纯函数ｆ与ｇ，只要满足Ｅ３）（Ｓ，ｆ）＝Ｅ３）（Ｓ，ｇ）和Ｅ（｛∞｝，ｆ）＝Ｅ（｛∞｝，ｇ），必有ｆ≡ｇ。
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１　主要结果

设ｆ（ｚ）为非常数亚纯函数，Ｓ为具有不同元素的
集合，记 号 Ｅ Ｓ，( )ｆ，Ｅ Ｓ，( )ｆ，Ｅｋ） Ｓ，( )ｆ，Ｎ（ｋ＋１

ｒ，１Ｆ( )－１，ＮＫ） ｒ，
１
Ｆ( )－１，ＮＬ ｒ，

１
Ｆ( )－１等见文［１３］。

２００１年，李江涛在文献［２］中得到：
定理Ａ　设Ｓ＝｛ω∈ｃ｜ｐ（ω）＝ａωｎ－ｎ（ｎ－１）ω２＋

２ｎ（ｎ－２）ｂω－（ｎ－１）（ｎ－２）ｂ２＝０｝，如果ｆ与ｇ为２
个满足 Ｅｋ）（Ｓ，ｆ）＝Ｅｋ）（Ｓ，ｇ）和Ｅ（｛∞｝，ｆ）＝
Ｅ（｛∞｝，ｇ）的非常数亚纯函数，则当下列条件之一成
立时必有ｆ≡ｇ。
１）ｋ＝４，ｎ≥８；２）ｋ＝３，ｎ≥９；３）ｋ＝２，ｎ≥１０；

４）ｋ＝１，ｎ≥１３。
２００２年仪洪勋在文献［４］中证明了：
定理Ｂ　设Ｓ＝｛ω∈ｃ｜ｐ（ω）＝ａωｎ－ｎ（ｎ－１）ω２＋

２ｎ（ｎ－２）ｂω－（ｎ－１）（ｎ－２）ｂ２＝０｝，其中 ｎ≥８，如果
ｆ（ｚ），ｇ（ｚ）为２个满足Ｅ（Ｓ，ｆ）＝Ｅ（Ｓ，ｇ）和Ｅ（｛∞｝，ｆ）＝
Ｅ（｛∞｝，ｇ）的非常数亚纯函数，则有ｆ≡ｇ。
２００５年，李进东和章启兵在文献［３］得到
定理Ｃ　设Ｓ＝｛ω∈ｃ｜ｐ（ω）＝ａωｎ－ｎ（ｎ－１）ω２＋

２ｎ（ｎ－２）ｂω－（ｎ－１）（ｎ－２）ｂ２＝０｝，如果 ｆ与 ｇ为
两个满足Ｅｋ）（Ｓ，ｆ）＝Ｅｋ）（Ｓ，ｇ），和Ｅ（｛∞｝，ｆ）＝
Ｅ（｛∞｝，ｇ）的非常数亚纯函数，则当下列条件之一成
立时必有ｆ≡ｇ。

１）ｋ≥３，ｎ≥１３；２）ｋ＝２，ｎ≥１４。
改进了定理Ｃ，得到：
定理１　设Ｓ＝｛ω∈ｃ｜ｐ（ω）＝ａωｎ－ｎ（ｎ－１）ω２＋

２ｎ（ｎ－２）ｂω－（ｎ－１）（ｎ－２）ｂ２＝０｝，ｆ与 ｇ为２个满
足Ｅｋ）（Ｓ，ｆ）＝Ｅｋ）（Ｓ，ｇ）和Ｅ（｛∞｝，ｆ）＝Ｅ（｛∞｝，ｇ）的
非常数亚纯函数。若ｋ≥３，ｎ≥１２，则ｆ≡ｇ。

２　几个引理

设ｐ（ω）＝ａωｎ－ｎ（ｎ－１）ω２＋２ｎ（ｎ－２）ｂω－
（ｎ－１）（ｎ－２）ｂ２，其中 ａ与 ｂ是２个非零常复数，满
足ａｂｎ－２≠２，设α１，α２为方程ｐ（ω）＝０的２个判别根，
ω１，ω２，…，ωｎ为ｐ（ω）的ｎ个单零点（参看文献［４］）。
令Ｆ＝Ｒ（ｆ），Ｇ＝Ｒ（ｇ），其中

Ｒ（ω）＝ ａωｎ
ｎ（ｎ－１）（ω－α１）（ω－α２）

，

则

Ｆ′＝ （ｎ－２）ａｆｎ－１（ｆ－ｂ）２

ｎ（ｎ－１）（ｆ－α１）
２（ｆ－α２）

２

Ｇ′＝ （ｎ－２）ａｇｎ－１（ｇ－ｂ）２

ｎ（ｎ－１）（ｇ－α１）
２（ｇ－α２）

}
２

。 （１）

引理１［５］　设 ｆ（ｚ）为非常数亚纯函数，ｎ为正整
数，则

Ｎ（ｒ，１
ｆ（ｎ）
）≤Ｎ（ｒ，１ｆ）＋ｎＮ（ｒ，ｆ）＋Ｓ（ｒ，ｆ）。

引理２［６］　设 ｆ（ｚ）为非常数亚纯函数，Ｒ（ｆ）＝
Ｐ（ｆ）
Ｑ（ｆ），其中Ｐ（ｆ）＝

ｐ

ｋ＝０
ａｋｆ

ｋ和Ｑ（ｆ）＝
ｑ

ｊ＝０
ｂｊｆ

ｊ是２个



互质的关于 ｆ的多项式，系数 ａｋ（ｚ{ }）和 ｂｊ（ｚ{ }）均为 ｆ
的小函数，且ａｐ（ｚ）和ｂｑ（ｚ）都不恒等于零，则

Ｔ（ｒ，Ｒ（ｆ））＝ｍａｘ｛ｐ，ｑ｝Ｔ（ｒ，ｆ）＋Ｓ（ｒ，ｆ）。

Ｎ１） ｒ，
１
Ｆ( )－１表示Ｆ的单１值点，不计重数。

引理３　设Ｆ，Ｇ为２个非常数的亚纯函数，满足
Ｅｋ）（１，Ｆ）＝Ｅｋ）（１，Ｇ）。设

Ｈ＝ Ｆ
″

Ｆ′－
２Ｆ′
Ｆ( )－１ －

Ｇ″
Ｇ′－

２Ｇ′
Ｇ( )－１。 （２）

如果Ｈ不恒为零，则

Ｎ１） ｒ，
１
Ｆ( )－１≤Ｎ（ｒ，Ｈ）＋Ｓ（ｒ，Ｆ）＋Ｓ（ｒ，Ｇ），

Ｎ１） ｒ，
１
Ｇ( )－１≤Ｎ（ｒ，Ｈ）＋Ｓ（ｒ，Ｆ）＋Ｓ（ｒ，Ｇ）。

证　由式（２）知ｍ（ｒ，Ｈ）＝Ｓ（ｒ，Ｆ）＋Ｓ（ｒ，Ｇ）。设
ｚ０为 Ｆ的单 １值点，由Ｅｋ）（１，Ｆ）＝Ｅｋ）（１，Ｇ），知
Ｅ１）（１，Ｆ）＝Ｅ１）（１，Ｇ），即ｚ０也为Ｇ的单１值点。设在
ｚ０附近

Ｆ－１＝ａ１（ｚ－ｚ０）＋ａ２（ｚ－ｚ０）
２＋…，（ａ１≠０），

于是

Ｆ″
Ｆ′－

２Ｆ′
Ｆ－１＝－

２
ｚ－ｚ０

＋ｃ１（ｚ－ｚ０）＋ｃ２（ｚ－ｚ０）
２＋…，

对Ｇ也有类似的关系式，故Ｈ（ｚ０）＝０。因此引理的结
论成立。

引理 ４［３］　若Ｅｋ）（１，Ｆ）＝Ｅｋ）（１，Ｇ），ｋ≥２，
Ｅ（｛∞｝，ｆ）＝Ｅ（｛∞｝，ｇ），则有

ＮＬｋ） ｒ，
１
Ｆ( )－１≤Ｎｒ，

１
Ｆ( )－１ －Ｎｒ，

１
Ｆ( )－１≤

Ｔ（ｒ，ｆ）＋Ｎ（ｒ，ｆ）＋Ｓ（ｒ，ｆ），

Ｎ（ｋ＋１ ｒ，
１
Ｆ( )－１ ＝

ｎ

ｊ＝１
Ｎ（ｋ＋１ ｒ，

１
ｆ－ω( )

ｊ
≤

１
ｋＮｒ，

１( )ｆ′≤１ｋＴ（ｒ，ｆ）＋１ｋＮ（ｒ，ｆ）＋Ｓ（ｒ，ｆ）。
对Ｇ也有类似的关系式。

引理５［３］　设 Ｕ＝ Ｆ′
Ｆ－１－

Ｆ′( )Ｆ － Ｇ′
Ｇ－１－

Ｇ′( )Ｇ 不
恒为零且Ｅｋ）（１，Ｆ）＝Ｅｋ）（１，Ｇ），ｋ≥２，Ｅ（｛∞｝，ｆ）＝
Ｅ（｛∞｝，ｇ），则

ｎ－５－２( )ｋＮ（ｒ，ｆ）≤ ２＋１( )ｋ｛Ｔ（ｒ，ｆ）＋Ｔ（ｒ，ｇ）｝＋
Ｓ（ｒ，ｆ）＋Ｓ（ｒ，ｇ）。

引理６［４］　设ｈ＝Ｆ
″

Ｆ′－
２Ｆ′
Ｆ－１，若 ｚ０是 Ｆ的一个单

极点，则ｈ在ｚ０点正则。
引理 ７［３］　 Ｈ 被 式 （２）给 出，若 Ｈ≡ ０，

则Ｅ（１，Ｆ）＝Ｅ（１，Ｇ）。

３　定理１的证明

由定理条件Ｅｋ）（Ｓ，ｆ）＝Ｅｋ）（Ｓ，ｇ）有
Ｅ)ｋ（１，Ｆ）＝Ｅｋ）（１，Ｇ），Ｅ１）（１，Ｆ）＝Ｅ１）（１，Ｇ）。 （３）

考虑到Ｅ（｛∞｝，ｆ）＝Ｅ（｛∞｝，ｇ），结合（１）和引理
６有：

Ｎ（ｒ，Ｈ）≤Ｎｒ，１( )ｆ ＋Ｎｒ，１ｆ－( )ｂ＋Ｎ（ｒ，ｆ）＋Ｎ０ ｒ，１( )ｆ′＋
ＮＬｋ） ｒ，

１
Ｆ( )－１＋Ｎ（ｋ＋１ ｒ，１Ｆ( )－１＋Ｎｒ，１( )ｇ ＋Ｎｒ，１ｇ－( )ｂ＋
Ｎ０ ｒ，

１( )ｇ′＋ＮＬｋ） ｒ，１Ｇ( )－１ ＋Ｎ（ｋ＋１ ｒ，１Ｇ( )－１。（４）
这里Ｎ０ ｒ，

１( )ｆ′表示ｆ′的零点但不是ｆ（ｆ－ｂ）（Ｆ－１）
的零点的密指量，Ｎ０ ｒ，

１( )ｇ′类似定义。
根据第二基本定理得，

（ｎ＋１）｛Ｔ（ｒ，ｆ）＋Ｔ（ｒ，ｇ）｝≤Ｎｒ，１Ｆ( )－１ ＋

Ｎｒ，１( )ｆ ＋Ｎｒ，１ｆ－( )ｂ＋Ｎ（ｒ，ｆ）－Ｎ０ ｒ，１( )ｆ′＋
Ｎｒ，１Ｇ( )－１ ＋Ｎｒ，

１( )ｇ ＋Ｎｒ，１ｇ－( )ｂ＋
Ｎ（ｒ，ｇ）－Ｎ０ ｒ，

１( )ｇ′＋Ｓ（ｒ，ｆ）＋Ｓ（ｒ，ｇ）。 （５）

使用引理３，式（４），（５）得

（ｎ－３）｛Ｔ（ｒ，ｆ）＋Ｔ（ｒ，ｇ）｝≤Ｎｒ，１Ｆ( )－１ ＋

ＮＬｋ） ｒ，
１
Ｆ( )－１ ＋Ｎ（ｋ＋１ ｒ，

１
Ｆ( )－１ －

１
２Ｎ１） ｒ，

１
Ｆ( )－１ －

１
２Ｎ１） ｒ，

１
Ｇ( )－１ ＋Ｎｒ，

１
Ｇ( )－１ ＋Ｎ

Ｌ
ｋ） ｒ，

１
Ｇ( )－１ ＋

Ｎ（ｋ＋１ ｒ，
１
Ｇ( )－１ ＋３Ｎ（ｒ，ｆ）＋Ｓ（ｒ，ｆ）＋Ｓ（ｒ，ｇ）。（６）

１）ｋ≥３时，由引理２有：

Ｎｒ，１Ｆ( )－１ －１２Ｎ１） ｒ，１Ｆ( )－１ ＋Ｎ（ｋ＋１ ｒ，１Ｆ( )－１≤
１
２Ｎｒ，

１
Ｆ( )－１≤

ｎ
２Ｔ（ｒ，ｆ）＋Ｓ（ｒ，ｆ）。 （７）

Ｎｒ，１Ｇ( )－１ －
１
２Ｎ１） ｒ，

１
Ｇ( )－１ ＋Ｎ（ｋ＋１ ｒ，

１
Ｇ( )－１≤

ｎ
２Ｔ（ｒ，ｇ）＋Ｓ（ｒ，ｇ）。 （８）

从式（６），（７），（８），有：

（ｎ－３）｛Ｔ（ｒ，ｆ）＋Ｔ（ｒ，ｇ）｝≤ｎ２Ｔ（ｒ，ｆ）＋

ＮＬｋ） ｒ，
１
Ｆ( )－１ ＋

ｎ
２Ｔ（ｒ，ｇ）＋Ｎ

Ｌ
ｋ） ｒ，

１
Ｇ( )－１ ＋

３Ｎ（ｒ，ｆ）＋Ｓ（ｒ，ｆ）＋Ｓ（ｒ，ｇ）。 （９）
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再由引理４，引理５得：

ｎ－８－
１０２＋１( )ｋ
ｎ－５－２









ｋ

｛Ｔ（ｒ，ｆ）＋Ｔ（ｒ，ｇ）｝≤Ｓ（ｒ，ｆ）＋Ｓ（ｒ，ｇ），

这与ｎ≥１２矛盾，则Ｈ≡０。
２）ｋ＝２时，可得Ｈ≡０。具体证明见文献［３］。
综上Ｈ≡０，再由引理７有 Ｅ（１，Ｆ）＝Ｅ（１，Ｇ），从

而Ｅ（Ｓ，Ｆ）＝Ｅ（Ｓ，Ｇ），因此，根据定理 Ｂ知定理１的
结论成立。
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ｔｅｎｔＱｕａｎｔａｌｅａｒｅｓｔｕｄｉｅｄ，ａｎｄｉｔｉｓｐｒｏｖｅｄｔｈａｔｅｖｅｒｙｉｄｅａｌｉｓａｐｒｉｎｃｉｐａｌｉｄｅａｌａｎｄｅｖｅｒｙｉｄｅａｌｃｏｎｕｃｌｅｕｓｉｓｓｉｍｐｌｅ．Ｉｎ
ｔｈｅｍｅａｎｔｉｍｅ，ｔｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｓｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｉｄｅａｌａｎｄｔｈｅｃｏｎｇｒｕｅｎｃｅｗｅｒｅｄｉｓｃｕｓｓｅｄ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ｃｏｍｐｌｅｔｅｌａｔｔｉｃｅ；Ｑｕａｎｔａｌｅ；ｉｄｅａｌ；ｉｄｅａｌｃｏｎｕｃｌｅｕｓ；ｃｏｎｇｒｕｅｎｃｅ

（编辑　张小强）
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