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摘　要：在线性回归模型的理论研究中，参数的点估计是一个重要的研究方向。针对设计矩阵的近
似复共线性，考虑回归系数的椭球约束，推广了广义岭型估计在均方误差阵意义下优于广义最小二乘估

计的有关结论；针对广义岭型估计是一种自适应非线性估计，提出了采用线性Ｍｉｎｉｍａｘ估计和平衡损失
函数确定广义岭型估计岭参数的具体方法，并应用Ｒ软件作了算例分析和比较。
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　　考虑线性模型
ｙ＝Ｘβ＋ｅ，ｅ～（０，σ２Ｗ）。 （１）

其中，ｙ为ｎ×１阶向量，Ｘ为ｎ×ｐ阶设计矩阵，且ｒａｎｋ
（Ｘ）＝ｐ，β为ｐ×１阶未知向量，ｅ为 ｎ×１阶向量，Ｗ
为ｎ阶正定阵，记为Ｗ＞０。记号ｅ～（０，σ２Ｗ）表示，ｅ
的期望Ｅ（ｅ）＝０，协方差阵Ｃｏｖ（ｅ）＝σ２Ｗ。

对于模型（１）的参数估计问题，在实际应用中可
能遇到两种情况。一种是根据以往的经验，参数 β的
每一个分量都存在于某个区间。另一种情况是设计阵

Ｘ具有近似的复共线性，β的广义最小二乘估计
（ＧＬＳ）的长度将在 ｐ维空间中的某些方向上偏大，此
时一般的线性约束条件不再适合。为了改进这种情

况，考虑对 β的各分量加以限制。针对上述两种情
况，考虑约束：βｉ≤ｍｉ，ｉ＝１，２，…，ｐ，其中０＜ｍ１≤…
≤ｍｐ，βｉ为β的分量。

构造如下的约束：


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βｉ
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　　对任意 ｉ＝１，２，…，ｐ，不妨令 ｎｉ＝槡ｋｍｉ，则上式
变为
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ｉ＝１
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≤１，即β′Ｎβ≤１， （３）

其中Ｎ＝ｄｉａｇ １ｎ２１
，…
１
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ｐ
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１
ｎ２１
≥…≥１

ｎ２ｐ
。称式（３）为

模型（１）的椭球约束。
由文献［１］知，模型（１）中参数向量β在椭球约束

（３）下的估计为

β^（λ）＝（Ｘ′Ｗ－１Ｘ＋λＮ）－１Ｘ′Ｗ－１ｙ；（λ＞０），（４）
称为广义岭型估计。其中σ２、λ、Ｗ都不是容易确定的
参数。在实际应用中，可以考虑用 σ^２代替 σ２，用单位
矩阵Ｉ代替Ｗ。对于参数λ，文献［１］中提供了一种估

计方法：λ^＝β^′ＧＬＳＸ′Ｗ
－１（ｙ－Ｘβ^ＧＬＳ），其中 β^ＧＬＳ表示参

数向量β的广义最小二乘估计。因为 λ^与样本有关，
则广义岭型估计是一种自适应非线性估计。如果用单

位矩阵 Ｉ代替上式中的 Ｗ，易验证 λ^＝０。因此，需要
进一步考虑对参数λ的估计进行改进。文献［２］提供
了估计λ的另一种方法，即通过式（２）确定 ｋ，然后结
合式（４）确定λ的估计值。将对确定广义岭型估计的
岭参数λ提出两种新的方法。

１　定义和引理

定义 １　 β^１、β^２是 β的 ２个估计量，如果满足

Δ（β^１，β^２）＝Ｍ（β^１，β）－Ｍ（β^１，β）≥０，则称估计量 β^２

关于 ＭＤＥＩ［２］有效于估计量 β^１，其中 Ｍ（β^，β）＝

Ｅ（β^－β）（β^－β）′。

其中Δ（β^１，β^２）≥０表示半正定矩阵。估计量 β^２

关于ＭＤＥＩ有效于估计量 β^１，又称为 β^２在均方误差

阵意义下优于 β^１。



定义２　参数β的估计量 β^的二次风险函数［２］定

义为如下两种形式：

１）Ｒ１（β^，β，Ａ）＝Ｅ（β^－β）′Ａ（β^－β）　（Ａ是一
个ｋ阶正定阵）；

２）Ｒ２（β^，β，Ａ）＝Ｅ［（β^－β）′ａ］　（ａ是一个 ｋ维
向量）。

定义３　如果

ｍｉｎ
｛β^｝

ｓｕｐ
β∈Ｂ
Ｒ１（β^，β，Ａ）＝ｓｕｐ

β∈Ｂ
Ｒ１（β^，β，Ａ）

则 β^称为β的Ｍｉｎｍａｘ估计［２］。其中Ｂ（β）Ｒｋ是一
个关于β的约束的凸区域。

引理１　设Ａ和Ｂ皆为实对称阵，且Ｂ＞０，则

ｓｕｐ
ｘ≠０

ｘ′Ａｘ
ｘ′Ｂｘ＝λｍａｘ（ＡＢ

－１），ｉｎｆ
ｘ≠０

ｘ′Ａｘ
ｘ′Ｂｘ＝λｍｉｎ（ＡＢ

－１）。

　　引理２　设 ｘ为 ｋ维向量，Ａ为 ｔ阶对称阵，Ｃ为
ｔ×ｋ阶矩阵，则


ｘ
ｘ′Ｃ′ＡＣｘ＝２ＡＣｘｘ′。

　　引理３　设 Ａ为 ｎ×ｍ矩阵，Ｂ为 ｍ×ｍ对称矩
阵，且ｒａｎｋ（Ａ）＝ｍ，则

ＡＢＡ′≥０Ｂ≥０。
　　引理４　设Ｉ为ｋ阶单位阵，ｘ为ｋ维向量，则Ｉ－
ｘｘ′≥０ｘ′ｘ≤１。

引理５　设 Ａ为 ｎ×ｎ阶正定阵，Ｂ为 ｎ×ｎ阶半
正定阵，则Ａ－１－（Ａ＋Ｂ）－１≥０。

上述引理可以参考文献［３］。

２　广义岭型估计的基本性质

性质１　Ｅ（β^（λ））＝（Ｉ－λＢ－１λ Ｎ）β，Ｃｏｖ（β^（λ））＝
σ２Ｂ－１λ ＳＢ

－１
λ 。

其中Ｂλ＝Ｓ＋λＮ，Ｓ＝Ｘ′Ｗ
－１Ｘ。

性质２　Ｃｏｖ（β^（λ））≤Ｃｏｖ（β^ＧＬＳ）。

性质３　ｔｒＣｏｖ（β^（λ））是关于λ的单调减少函数，
其中ｔｒ（·）表示矩阵的迹。

性质４　在ｙ给定的条件下，残差平方和Ｓ（λ）＝

‖ｙ－Ｘβ^（λ）‖２是关于 λ的单调增加函数。上述性
质可以参考文献［１］和文献［２］

定理１　在椭球约束β′Ｎβ≤１内，估计量 β^（λ）关

于ＭＤＥＩ有效于最小二乘估计量 β^ＧＬＳ的充分条件为
下列条件之一成立：

（１）０＜λ≤２σ２；（２）β′Ｓβ≤σ２。
证明：由性质１，可以得到估计的偏崎为

Ｂｉａｓ（β^（λ），β）＝Ｅ（β^（λ））－β＝λＢ－１λＮβ。

又因为Ｍ（β^，β）＝Ｅ（β^－β）（β^－β）′＝Ｃｏｖ（β^）＋

Ｂｉａｓ（β^，β）Ｂｉａｓ（β^，β）′。

所以Ｍ（β^ＧＬＳ，β）＝Ｃｏｖ（β^ＧＬＳ），

Ｍ（β^（λ），β）＝Ｃｏｖ（β^ＧＬＳ）＋σ
２［Ｂ－１λＳＢ

－１
λ －Ｓ

－１］＋

λ２Ｂ－１λＮβ·β′ＮＢ
－１
λ，Δ（β^ＧＬＳ，β^（λ））＝

σ２［Ｓ－１－Ｂ－１λＳＢ
－１
λ］－λ

２Ｂ－１λＮβ·β′ＮＢ
－１
λ。

　　根据定义１，只要证明 Δ（β^ＧＬＳ，β^（λ））≥０即可。
由引理３可得：

Δ（β^ＧＬＳ，β^（λ））≥０σ
２［Ｓ－１－Ｂ－１λ ＳＢ

－１
λ ］－λ

２Ｂ－１λ
Ｎβ·β′ＮＢ－１λ ≥０
σ２Ｂ－１λ （ＢλＳ

－１Ｂλ－Ｓ－σ
－２λ２Ｎβ·β′Ｎ）Ｂ－１λ ≥０

ＢλＳ
－１Ｂλ－Ｓ－σ

－２λ２Ｎβ·β′Ｎ≥０
λ２ＮＳ－１Ｎ＋２λＮ－σ－２λ２Ｎβ·β′Ｎ≥０

λ２Ｎ（Ｓ－１＋２λ
Ｎ－１－σ－２β·β′）Ｎ≥０

Ｓ－１＋２λ
Ｎ－１－σ－２β·β′≥０。

令Ｃ＝Ｓ－１＋２
λ
Ｎ－１，易知Ｃ＞０，由引理３、４可得：

Ｓ－１＋２
λ
Ｎ－１－σ－２β·β′≥０

Ｃ
１
２（Ｉ－σ－２Ｃ－

１
２β·β′Ｃ－

１
２）Ｃ

１
２≥０

Ｉ－σ－２Ｃ－
１
２β·β′Ｃ－

１
２≥０

σ－２β′（Ｓ－１＋２λ
Ｎ－１）－１β≤１。 （５）

　　根据引理５，由上式可得：Ｓ－（Ｓ－１＋２
λ
Ｎ－１）－１≥０

和
λ
２Ｎ－（Ｓ

－１＋２
λ
Ｎ－１）－１≥０，

如果１≥σ－２β′Ｓβ，此时有 β′Ｓβ≤σ２，使得式（５）
成立。

如果１≥λσ
－２

２ β′Ｎβλ≤
２σ２

β′Ｎβ
，又因为β′Ｎβ≤１，

所以０＜λ≤２σ２，也使得式（５）成立，证毕。
此定理推广了文献［１］的定理４。

３　广义岭型估计岭参数的确定方法

当广义岭型估计的参数 λ＝σ
２

ｋ时，广义岭型估计

是一个线性Ｍｉｎｍａｘ估计。
考虑模型（１），带约束条件 β′Ｔβ≤ｋ（其中 Ｔ为 ｐ

阶正定阵）。考虑 β的线性齐次估计类｛β^＝Ｃｙ｝，根
据定义３：
Ｒ１（Ｃｙ，β，Ａ）＝β′（ＣＸ－Ｉ）′Ａ（ＣＸ－Ｉ）β＋σ

２ｔｒ（ＡＣＷＣ′）
如果允许 Ａ为非负定阵，设 Ａ＝ａａ′（ａ为任意向量），
则Ｒ１（Ｃｙ，β，Ａ）＝Ｒ２（Ｃｙ，β，Ａ）

记 Ａ～＝Ｔ－
１
２（ＣＸ－Ｉ）′Ａ（ＣＸ－Ｉ）Ｔ－

１
２ ＝Ｔ－

１
２（ＣＸ
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－Ｉ）′ａａ′（ＣＸ－Ｉ）Ｔ－
１
２。

则Ｒ２（Ｃｙ，β，Ａ）＝β′Ｔ
１
２Ａ～Ｔ

１
２β＋σ２ａ′ＣＷＣ′ａ。

由引理１，ｓｕｐ
β

β′Ｔ
１
２Ａ～Ｔ

１
２β

β′Ｔβ
＝λｍａｘ（Ａ

～
），

故 ｓｕｐ
β′Ｔβ≤ｋ

Ｒ２（Ｃｙ，β，Ａ）＝σ
２ａ′ＣＷＣ′ａ＋ｋλｍａｘ（Ａ

～
）。

又因为λｍａｘ（Ａ
～
）＝ａ′（ＣＸ－Ｉ）Ｔ－１（ＣＸ－Ｉ）′ａ，

故 ｓｕｐ
β′Ｔβ≤ｋ

Ｒ２（Ｃｙ，β，Ａ）＝σ
２ａ′ＣＷＣ′ａ＋ｋａ′（ＣＸ－Ｉ）．

Ｔ－１（ＣＸ－Ｉ）′ａ，根据引理２
１
２

Ｃ
｛ｓｕｐ
β′Ｔβ≤ｋ

Ｒ２（Ｃｙ，β，Ａ）｝＝（σ
２Ｗ＋ｋＸＴ－１Ｘ′）Ｃ′

ａａ′－ｋＸＴ－１ａａ′。
因为ａ为任意向量，则由上式为零，可得 Ｃ′＝ｋ

（σ２Ｗ＋ｋＸＴ－１Ｘ′）－１ＸＴ－１。
则Ｃ＝ｋＴ－１Ｘ′（σ２Ｗ＋ｋＸＴ－１Ｘ′）－１，两边同乘以

（σ２Ｔ＋ｋＸ′Ｗ－１Ｘ），得：
（σ２Ｔ＋ｋＸ′Ｗ－１Ｘ）Ｃ＝ｋ（σ２Ｔ＋ｋＸ′Ｗ－１Ｘ）Ｔ－１Ｘ′

（σ２Ｗ＋ｋＸＴ－１Ｘ′）－１＝
ｋＸ′Ｗ－１（σ２Ｗ＋ｋＸＴ－１Ｘ′）（σ２Ｗ＋ｋＸＴ－１Ｘ′）－１＝
ｋＸ′Ｗ－１。

故 β^＝Ｃｙ＝（ＸＷ－１Ｘ′＋σ
２

ｋＴ）
－１Ｘ′Ｗ－１ｙ为β的线

性Ｍｉｎｍａｘ估计［４５］。

上述线性Ｍｉｎｍａｘ估计的推导是基于二次损失函
数，广义岭型估计的导出是基于椭球约束下的加权最

小二乘问题。但是，线性 Ｍｉｎｍａｘ估计可以看成是广

义岭型估计 β^（λ）的岭参数λ＝σ
２

ｋ时的结果，这为确定

广义岭型估计的岭参数提供了两种可能：

１）用 σ^２代替σ２，则λ＝σ^
２

ｋ；

２）β′Ｔβ≤ｋ
～＝σ

２

ｋ，即可以认为椭球的边界已经包

含σ２。
下面分析基于平衡损失的广义岭型估计岭参数的

确定方法。

Ｚｅｌｌｎｅｒ于１９９４年提出了一个新的称之为平衡损
失函数的标准［６８］：

ｃ‖ｙ－Ｘβ^‖２＋（１－ｃ）（β^－β）′Ｓ（β^－β）。（６）

　　其中 β^为估计量，Ｓ为已知正定阵，０≤ｃ≤１。上
式既考虑了估计的精度，又考虑了模型拟合的优良程

度，是一个合理的、全面的标准。

根据广义岭型估计的性质３和性质４知道，在确

定岭参数的过程中，既要考虑让 ｔｒＣｏｖ（β^（λ））尽量地
小，又要考虑不让残差平方和增加太多，这与平衡损失

的思想一致。由于平衡损失函数和它的风险中包含未

知参数β，在实际应用中极不方便，因此我们考虑一种
近似方法，即选择使

Ｊ＝ｃ·ｔｒＣｏｖ（β^（λ））＋（１－ｃ）‖ｙ－Ｘβ^（λ）‖２。（７）
达到最小的λ，称之为平衡损失估计法，简称 Ｊ方法。
参数ｃ的选择，在实际应用中有很大的灵活性，如果重
视精度，则采用较大的 ｃ；更在意模型拟合度，则采用
较小的ｃ。当ｃ＝０．５时，式（７）包含文献［２］的公式作
为特殊情况。

参考文献［２］的方法，先固定 ｃ，然后通过参数 ｋ
来确定λ。

首先，令式（２）中的 ｋ＝１，２，…，ｐ，β^ｉ（λ）记为

β^（λ）的第ｉ个分量。故
ｐ

ｉ＝１

β^ｉ（λ）
ｍｉ

＝ｋ。由式（４），可以

确定 β^（λ）的分量的表达式，带入上式，解方程可以得

到惟一的λ。当ｋ从１取到ｐ时，产生ｐ个估计：β^（λ１），

β^（λ２），…，β^（λｐ）。

其次，验证 β^ｉ（λｊ）≤ｍｉ（ｊ＝１，…ｐ），保留所有分

量均满足约束的估计：β^（λ（１）），β^（λ（２）），…，β^（λ（ｔ））

最后将上述 ｔ个估计逐一带入 Ｊ＝ｃ·ｔｒＣｏｖ（β^

（λ））＋（１－ｃ）‖ｙ－Ｘβ^（λ）‖２，找出使 Ｊ最小的估
计。这就是找到的既满足约束的又符合Ｊ方法的较好
的估计。

另一方面，结合 １）和 ２）的方法，在区间 σ２
ｐ，[ ]ｐ

上搜索使 Ｊ达到最小的参数 λ，也是一种有效的
办法。

４　算例

笔者的计算基于 Ｒ软件。数据（表 １）和模型
如下：

表１　数据

ｙ ｘ１ ｘ２ ｘ３

０．０５７８ ０．７６２０ ０．６１５３ ０．４０５７

０．３５２８ ０．４５６４ ０．７９１９ ０．９３５４

０．８１３１ ０．０１８５ ０．９２１８ ０．９１６９

０．００９８ ０．８２１４ ０．７３８２ ０．４１０２

０．１３８８ ０．４４４７ ０．１７６２ ０．８９３６

　　模型ｙ＝β０＋β１ｘ１＋β２ｘ２＋β３ｘ３，其中 β０，β１，β２，β３
是待估参数，且已知 β１ ≤０．５，β２ ≤０．５，β３ ≤
０．２。假设 ｅ～Ｎ（０，σ２Ｉ），式（２）中 ｋ的最大取值为３，

约束矩阵Ｍ＝ｄｉａｇ（４，４，２５），估计量 β^＝（β^１，β^２，β^３）。
首先考虑无约束条件下参数的最小二乘估计，计

算结果如表２：
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表２　无约束条件下参数的最小二乘估计

β^０ β^１ β^２ β^３
残差

平方和 β^′Ｍ β^

０．５８９９５ －０．９５９２１０．３５６４９ －０．０９３４３０．０００６４ ４．４０６９４

从表中可以看到，β^′Ｍβ^的值已经超过 ｋ的最大
值３，且参数 β１的估计值也超过所给范围。因此，进
入下一步，即按照第４部分所给出的方法得到如表３
的结果：

表３　进一步的计算结果

模型１ 模型２ 模型３ 模型４ 模型５ 模型６

λ^ ０．０００２１ １．１３１２２ ０．４１４７１ ２．９９９７２ ０．０１０７１ ０．７８２１

β^０ ０．５７２４０ ０．２８１９１ ０．２９２２８ ０．２７７４２ ０．３９４７９ ０．３２８２２

β^１ －０．９４６９６ －０．０７９２５ －０．１８５２１ －０．０３１８１ －０．７７６５３ －０．４９９３１

β^２ ０．３５９５６ ０．０４０９８ ０．０９５２９ ０．０１６４８ ０．３６５８４ ０．２５１３０

β^３ －０．０８０２１ ０．００７９３ ０．０１８３７ ０．００３２０ ０．０４３６５ ０．０４６５８

β^′Ｍ β^ ４．２６４９２ ０．０３３４１ ０．１８１９６ ０．００５３９ ２．９９４９４ １．３０４１０

Ｊ

＝０ ０．０００６６ ０．３５１９８ ０．２５８４５ ０．３９８６８ ０．００４９８ ０．０６８０１

ｃ＝０．２５ １１．５９４６３ ０．３２３２３ ０．２９７３７ ０．３５０４６ １．８９４４８ ０．５８７６３

ｃ＝０．５ ２３．１８８６１ ０．２９４４９ ０．３３６３０ ０．３０２２５ ３．７８３９９ １．１０７２５

ｃ＝０．７５ ３４．７８２５８ ０．２６５７４ ０．３７５２２ ０．２５４０３ ５．６７３４９ １．６２６８７

ｃ＝１ ４６．３７６５６ ０．２３７００ ０．４１４１５ ０．２０５８２ ７．５６３００ ２．１４６５

　　表中模型１数据是按照 λ＝σ^
２

ｋ计算得到的，可以

看到参数β１的估计值超过所给范围且 β^′Ｍ β^的值也
大于３，但是残差平方和（即 ｃ＝０）最小。模型４数据

是按照β′Ｍβ≤３＝σ
２

ｋ计算得到的，可以看到参数β１的

估计值满足所给范围且 β^′Ｍ β^的值也小于３，但是残
差平方和最大。在ｃ＝０．５的条件下，所有模型中，模
型２的Ｊ值最小。同理，模型３、模型４数据分别在ｃ＝
０．２５，ｃ＝０．７５的条件下，Ｊ值取到最小。从表中可以

看到，它们的参数估计值均满足所给范围且 β^′Ｍ β^的
值都满足约束。

模型５的数据是按照 β^′Ｍ β^＝３计算得到，但是
其中参数β１的估计值超过所给范围。模型６的数据

是按照 β^１ ＝０．５取得，Ｊ值相应地增大。
综上所述，在实际应用中，可以根据实际问题的需

要，采用适当的方法，选择适当的模型。
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