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摘　要：在ｎ（ｎ≥３）维芬斯勒流形（Ｍ，Ｆ）上，利用芬斯勒几何的基础知识和基本方法得到了对称
芬斯勒度量Ｆ（ｒｅｖｅｒｓｉｂｌｅＦｉｎｓｌｅｒｍｅｔｒｉｃ）具有若干很好的曲率性质；并进一步证明了对称（α，β）度量Ｆ＝
αφ（ｓ）具有相对迷向平均Ｌａｎｄｓｂｅｒｇ曲率的充分必要条件是Ｆ为黎曼度量或 Ｂｅｒｗａｌｄ度量，拓展了沈忠
民等人的结果。最后证明了对称芬斯勒度量Ｆ具有殆迷向Ｓ曲率时，Ｆ必为弱Ｂｅｒｗａｌｄ度量，这时如果
Ｆ还具有标量旗曲率Ｋ（ｘ，ｙ），那么Ｋ（ｘ，ｙ）必为常数。

关键词：芬斯勒度量；（α，β）度量 ；黎曼度量；Ｂｅｒｗａｌｄ度量；Ｓ曲率；旗曲率
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　　近年来对具有相对迷向平均 Ｌａｎｄｓｂｅｒｇ曲率的芬
斯勒度量，芬斯勒几何学家们已经做了大量研究工作，

得到了一系列富有意义的成果。例如，程新跃和沈忠

民在文献［１］中证明了 ｎ维流形 Ｍ上的 Ｒａｎｄｅｒｓ度量
Ｆ＝α＋β具有相对迷向平均 Ｌａｎｄｓｂｅｒｇ曲率等价于 Ｆ
具有迷向Ｓ曲率且β为闭的；如果Ｆ还具有常数旗曲
率Ｋ，那么Ｋ≤０且Ｋ＝０时Ｆ是局部Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ度量。
更一般地，程新跃、莫小欢和沈忠民在文献［２］中证明
了当芬斯勒度量Ｆ具有标量旗曲率 Ｋ＝Ｋ（ｘ，ｙ）且具
有相对迷向平均 Ｌａｎｄｓｂｅｒｇ曲率时，旗曲率 Ｋ和畸变
（ｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎ）τ＝τ（ｘ，ｙ）应该满足：

ｎ＋１
３ Ｋｙｋ＋（Ｋ＋ｃ

２（ｘ）－
ｃｘｍｙ

ｍ

Ｆ ）τｙｋ ＝０。

其中ｃ＝ｃ（ｘ）表示流形 Ｍ上的光滑函数。进一步地，
还证明了如果ｃ为常数，那么在 Ｍ上必定存在标量函
数ρ＝ρ（ｘ），使得

Ｋ＝－ｃ２＋ρｅ
－３τ
ｎ＋１，ｙ∈ＴｘＭ＼｛０｝。

进一步研究了对称的且具有相对迷向平均 Ｌａｎｄｓｂｅｒｇ
曲率的芬斯勒度量，得到如下定理。

定理１　设 Ｆ＝αφ（ｓ）（ｓ：＝βα
）是 ｎ（ｎ≥３）维芬

斯勒流形 Ｍ上对称的（α，β）度量（即 Ｆ（ｘ，－ｙ）＝
Ｆ（ｘ，ｙ）），那么 Ｆ具有相对迷向平均 Ｌａｎｄｓｂｅｒｇ曲率

（即Ｊ＋ｃ（ｘ）ＦＩ＝０）的充分必要条件是下列之一成立：
Ⅰ）Φ＝０，即Ｆ为黎曼度量。
Ⅱ）Φ≠０且 β关于 α是平行的，即 Ｆ是 Ｂｅｒｗａｌｄ

度量。

其中ｃ＝ｃ（ｘ）是流形 Ｍ上的标量函数，Φ的定义见后
页预备知识。

沈忠民在文献［３］中证明了：在 ｎ（ｎ≥３）维芬斯
勒流形（Ｍ，Ｆ）上，（α，β）度量 Ｆ＝αφ（ｓ）是 Ｌａｎｄｓｂｅｒｇ
度量的充分必要条件下列之一成立：

ａ）β关于α是平行的，即Ｆ是Ｂｅｒｗａｌｄ度量。
ｂ）β关于α是不平行的，同时 φ＝φ（ｓ）和 β分别

满足

Ｑ＝ｑ０ １－（ｓｂ）槡
２＋ｑ１ｓ，ｒｉｊ＝ｋ（ｂ

２ａｉｊ－ｂｉｂｊ），ｓｉｊ＝０。

其中ｂ（ｘ）：＝‖βｘ‖α≠０，ｑ０和 ｑ１都为常数，ｋ＝ｋ（ｘ）
是流形Ｍ上的标量函数，Ｑ的定义见预备知识。定
理１正是从对称（α，β）度量的角度拓展了该定理。事
实上，如果

φ（－ｓ）＝φ（ｓ），Ｑ＝ｑ０ １－（ｓｂ）槡
２＋ｑ１ｓ，

那么（α，β）度量Ｆ＝αφ（ｓ）就是黎曼度量。
具有（殆）迷向 Ｓ曲率的芬斯勒度量一直是芬斯

勒几何研究的热点之一。沈忠民在文献［４］中证明了



如果芬斯勒流形（Ｍ，Ｆ）是闭的，Ｆ具有负的旗曲率和
常数Ｓ曲率，那么 Ｆ必是黎曼度量。程新跃，莫小欢
和沈忠民在文献［２］中完成了对射影平坦且具有迷向
Ｓ曲率的Ｒａｎｄｅｒｓ度量的分类；证明了 ｎ维流形上，如
果芬斯勒度量 Ｆ具有标量旗曲率 Ｋ＝Ｋ（ｘ，ｙ）且 Ｓ曲
率是殆迷向的（即Ｓ＝（ｎ＋１）（ｃＦ＋η）），那么旗曲率
可表示为：

Ｋ＝
３ｃｘｍｙ

ｍ

Ｆ ＋σ。 （１）

其中：ｃ＝ｃ（ｘ）和σ＝σ（ｘ）都是流形Ｍ上的标量函数；
η＝ηｉ（ｘ）ｙ

ｉ是闭的１形式。程新跃和沈忠民在文献［５］
中完成了对具有迷向 Ｓ曲率且具有标量旗曲率的
Ｒａｎｄｅｒｓ度量的分类，在文献［６］中完成了对射影平坦
且具有迷向Ｓ曲率的芬斯勒度量的分类。

特别地，关于对称芬斯勒度量的研究也取得了重

大突破。Ｃ．Ｗ．Ｋｉｍ和 Ｊ．Ｗ．Ｙｉｍ在文献［７］中证明
了：在闭的芬斯勒流形（Ｍ，Ｆ）上，如果对称芬斯勒度
量Ｆ具有正常数旗曲率且Ｓ曲率为零，那么Ｆ必是黎
曼度量。

对于具有殆迷向Ｓ曲率的对称芬斯勒度量，得到
如下定理。

定理２　设（Ｍ，Ｆ）是 ｎ（ｎ≥３）维芬斯勒流形，如
果对称芬斯勒度量 Ｆ具有殆迷向 Ｓ曲率，即 Ｓ＝
（ｎ＋１）（ｃＦ＋η），那么

Ⅰ）Ｆ必为弱Ｂｅｒｗａｌｄ度量（即Ｅｉｊ＝０）。
Ⅱ）当Ｆ还具有标量旗曲率Ｋ时，Ｋ必定是常数。
其中ｃ＝ｃ（ｘ）是流形Ｍ上的标量函数，η＝ηｉ（ｘ）ｙ

ｉ

是闭的１形式。

１　预备知识

设Ｍ是ｎ维光滑流形，ＴＭ＝Ｕｘ∈ＭＴｘＭ表示 Ｍ的

切丛，ＴｘＭ表示在点ｘ∈Ｍ处的切空间。用（ｘ，ｙ）表示
ＴＭ中的一个点，其中ｙ∈ＴｘＭ。流形Ｍ上的芬斯勒度
量是指具有下列２条性质的函数Ｆ：ＴＭ→［０，∞），
１）Ｆ是定义在ＴＭ０：＝ＴＭ｛０｝上的光滑函数；
２）在每一点 ｘ∈Ｍ，Ｆｘ：＝Ｆ｜ＴｘＭ是 ＴｘＭ上的

Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ范数。
设（ｘｉ，ｙｉ）表示ＴＭ的标准局部坐标系。对任一个

ｙ＝ｙｉ 
ｘｉ
｜ｘ≠０，定义

ｇｉｊ（ｘ，ｙ）：＝
１
２［Ｆ

２］ｙｉｙｊ，ｇ
ｉｊ（ｘ，ｙ）：＝［ｇｉｊ（ｘ，ｙ）］

－１。

根据度量Ｆ的齐次性可知：
Ｆ２（ｘ，ｙ）＝ｇｉｊ（ｘ，ｙ）ｙ

ｉｙｊ。

在ｎ维流形 Ｍ上，设 α：＝ ａｉｊ（ｘ）ｙ
ｉｙ槡
ｊ是黎曼度

量，β：＝ｂｉ（ｘ）ｙ
ｉ是１形式；φ＝φ（ｓ）是开集（－ｂ０，ｂ０）

上的光滑函数，且

φ－ｓφ′＋（ｂ２－ｓ２）φ″＞０，｜ｓ｜≤ｂ＜ｂ０。

那么Ｆ＝αφ（ｓ）（其中ｓ：＝βα
且ｂ（ｘ）：＝‖βｘ‖α＜ｂ０）

在Ｍ的任一开集上都是一个正定的芬斯勒度量，称之
为（α，β）度量。

如果对任意ｙ∈ＴｘＭ都有Ｆ（ｘ，－ｙ）＝Ｆ（ｘ，ｙ），那
么称 Ｆ为对称的芬斯勒度量（ｒｅｖｅｒｓｉｂｌｅＦｉｎｓｌｅｒｍｅｔ

ｒｉｃ）。可以证明（α，β）度量 Ｆ＝αφ（ｓ）（ｓ：＝βα
）是对

称的芬斯勒度量的充分必要条件是φ（ｓ）为偶函数，即
任意ｓ∈（－ｂ０，ｂ０）都有φ（－ｓ）＝φ（ｓ）。

对于（α，β）度量Ｆ＝αφ（ｓ），令

Ｑ：＝ φ′
φ－ｓφ′

，Δ：＝１＋ｓＱ＋（ｂ２－ｓ２）Ｑ′，θ：＝Ｑ－ｓＱ′２Δ
，

Φ：＝－（ｎΔ＋１＋ｓＱ）（Ｑ－ｓＱ′）－（ｂ２－ｓ２）（１＋
ｓＱ）Ｑ″。
　　芬斯勒度量Ｆ的测地线 ｃ＝ｃ（ｔ）由下列方程组来
确定：

ｄ２ｃｉ（ｔ）
ｄｔ２

＋２Ｇｉ（ｃ（ｔ），ｄｃ（ｔ）ｄｔ）＝０。

其中Ｇｉ称为度量Ｆ的测地系数。根据文献［８］有

Ｇｉ：＝１４ｇ
ｉｌ｛［Ｆ２］ｘｋｙｌｙ

ｋ－［Ｆ２］ｘｌ｝。

当Ｆ是黎曼度量时，

ｇｉｊ（ｘ，ｙ）＝ｇｉｊ（ｘ），Ｇ
ｉ（ｘ，ｙ）＝１２Γ

ｉ
ｊｋ（ｘ）ｙ

ｊｙｋ，

这里Γｉｊｋ（ｘ）为黎曼度量的Ｃｈｒｉｓｔｏｆｆｅｌ记号。

黎曼曲率 Ｒｙ＝Ｒ
ｉ
ｋｄｘ

ｋ 
ｘｉ
｜ｘ：ＴｘＭ→ＴｘＭ，是切空

间ＴｘＭ上的一组线性映射，其中

Ｒｉｋ：＝２
Ｇｉ

ｘｋ
－ｙｊ

２Ｇｉ

ｘｊｙｋ
＋２Ｇｊ

２Ｇｉ

ｙｊｙｋ
－Ｇ

ｉ

ｙｊ
Ｇｊ

ｙｋ
。 （２）

对旗Ｐ＝ｓｐａｎ｛ｙ，ｕ｝ＴｘＭ来说，旗曲率

Ｋ＝Ｋ（Ｐ，ｙ）：＝
ｇｙ（ｕ，Ｒｙ（ｕ））

ｇｙ（ｙ，ｙ）ｇｙ（ｕ，ｕ）－ｇ
２（ｙ，ｕ）

．

当Ｆ是黎曼度量时，Ｋ＝Ｋ（Ｐ）表示黎曼几何中切平面
Ｐ的截面曲率。如果对任意 ｙ∈ＴｘＭ，Ｋ＝Ｋ（ｘ，ｙ）都是
ＴＭ｛０｝上的标量函数（即与切平面 Ｐ无关），那么称 Ｆ
具有标量旗曲率。根据定义，芬斯勒度量 Ｆ具有标量
旗曲率Ｋ＝Ｋ（ｘ，ｙ）当且仅当

Ｒｉｋ＝ＫＦ
２ｈｉｋ＝Ｋ｛Ｆ

２δｉｋ－ｇｋｑｙ
ｑｙｉ｝。 （３）

芬斯勒空间中黎曼几何量刻画了空间的形状，而

下面的非黎曼几何量则描绘了空间的色彩。设 ｄＶＦ＝
σ（ｘ）ｄｘ１…ｄｘｎ表示芬斯勒度量Ｆ的体积形式，其中
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σ（ｘ）：＝ Ｖｏｌ（Ｂｎ（１））

Ｖｏｌ｛（ｙｉ）∈Ｒｎ｜Ｆ（ｙｉ 
ｘｉ
｜ｘ）＜１｝

。

对非零向量ｙ∈ＴｘＭ，定义畸变（ｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎ）

τ（ｙ）：＝ｌｎ ｄｅｔ（ｇｉｊ（ｘ，ｙ槡 ））

σ（ｘ[ ]）
。

畸变刻画了芬斯勒度量与黎曼度量的偏离程度，

即Ｆ是黎曼度量当且仅当τ＝０。
Ｃａｒｔａｎ挠率和平均Ｃａｒｔａｎ挠率分别定义如下：

Ｃｉｊｋ（ｘ，ｙ）：＝
１
４［Ｆ

２］ｙｉｙｊｙｋ（ｘ，ｙ）

Ｉｉ（ｘ，ｙ）：＝ｇ
ｊｋ（ｘ，ｙ）Ｃｉｊｋ（ｘ，ｙ

}
）

（４）

它们也都刻画芬斯勒度量偏离黎曼度量的程度。平均

Ｃａｒｔａｎ挠率也等于ＴｘＭ中畸变τ的垂直协变导数，即

Ｉｋ（ｘ，ｙ）＝
τ
ｙｋ
＝
ｙｋ
［ｌｎ ｄｅｔ（ｇｉｊ（ｘ，ｙ槡 ））］。

通过直接计算得到（α，β）度量 Ｆ＝αφ（ｓ）的平均 Ｃａｒ
ｔａｎ挠率：

Ｉｉ＝

ｙｉ
［ｌｎ ｄｅｔ（ｇｊｋ槡 ）］

＝
ｙｉ
｛
ｎ＋１
２ ｌｎφ＋

ｎ－２
２ ｌｎ（φ－ｓφ′）＋

１
２ｌｎ［（φ－

ｓφ′）＋（ｂ２－ｓ２）φ″］＋１２ｌｎ［ｄｅｔ（ａｊｋ（ｘ）］｝

＝１２
ｓ
ｙｉ
｛（ｎ＋１）φ′

φ
－（ｎ－２） ｓφ″

φ－ｓφ′
－

３ｓφ″－（ｂ２－ｓ２）φ
（φ－ｓφ′）＋（ｂ２－ｓ２）φ″

｝＝
αｂｉ－ｓｙｉ
２α２

｛（ｎ＋１）φ′
φ

－（ｎ－２） ｓφ″
φ－ｓφ′

－ ３ｓφ″－（ｂ２－ｓ２）φ
（φ－ｓφ′）＋（ｂ２－ｓ２）φ″

｝

＝－Φ（φ－ｓφ′）
２Δφα２

（αｂｉ－ｓｙｉ）。

根据Ｄｅｉｃｋｅ理论，芬斯勒度量为黎曼度量的充分必要
条件是其平均 Ｃａｒｔａｎ挠率为零。显然，（α，β）度量
Ｆ＝αφ（ｓ）为黎曼度量的充分必要条件是Φ＝０．

Ｓ曲率是指畸变 τ沿测地线 ｃ＝ｃ（ｔ）的水平协变
导数，文献［９］算得Ｓ曲率的表达式

Ｓ（ｘ，ｙ）＝Ｇ
ｉ（ｘ，ｙ）
ｙｉ

－ｙｉｌｎσ（ｘ）
ｘｉ

。 （５）

如果在流形Ｍ上存在标量函数ｃ＝ｃ（ｘ）和闭的１形式
η＝ηｉ（ｘ）ｙ

ｉ，使得Ｓ＝（ｎ＋１）（ｃＦ＋η），那么称 Ｆ具有
殆迷向Ｓ曲率；当η＝０时，称Ｆ具有迷向Ｓ曲率。

Ｂｅｒｗａｌｄ曲率和平均Ｂｅｒｗａｌｄ曲率分别定义为

Ｂｉｊｋｌ（ｘ，ｙ）：＝
３Ｇｉ（ｘ，ｙ）
ｙｌｙｊｙｋ

，

Ｅｉｊ：＝
１
２
２

ｙｉｙｊ
Ｇｍ

ｙ( )ｍ ＝１２Ｂｍｉｊｍ。

称Ｂｅｒｗａｌｄ曲率为零的芬斯勒度量为 Ｂｅｒｗａｌｄ度量。
称平均Ｂｅｒｗａｌｄ曲率为零的芬斯勒度量为弱 Ｂｅｒｗａｌｄ
度量。容易看到，Ｂｅｒｗａｌｄ度量必定是弱 Ｂｅｒｗａｌｄ度
量，反之却不一定成立。平均 Ｂｅｒｗａｌｄ曲率和 Ｓ曲率
之间关系为

Ｅｉｊ（ｘ，ｙ）＝
１
２Ｓｙｉｙｊ＝

１
２
３Ｇｍ（ｘ，ｙ）
ｙｍｙｉｙｊ

。

对（α，β）度量Ｆ＝αφ（ｓ）来说，如果 β关于 α是
平行的（即ｓ００＝０且 ｒ００＝０），那么容易算得度量 Ｆ＝
αφ（ｓ）和黎曼度量α的测地系数相等，即

Ｇｉ＝Ｇｉ＝１２Γ
ｉ
ｊｋ（ｘ）ｙ

ｊｙｋ。

显然Ｂｅｒｗａｌｄ曲率 Ｂｉｊｋｌ（ｘ，ｙ）＝０，即 Ｆ＝αφ（ｓ）是 Ｂｅｒ
ｗａｌｄ度量。

Ｌａｎｄｓｂｅｒｇ曲率和平均Ｌａｎｄｓｂｅｒｇ曲率分别定义为

Ｌｉｊｋ：＝－
１
２ｙ

ｍｇｍｌ
Ｇｌ

ｙｉｙｊｙｋ
＝－１２ｙ

ｍｇｍｌＢ
ｌ
ｉｊｋ；

Ｊｉ：＝ｇ
ｊｋＬｉｊｋ。

如果Ｌａｎｄｓｂｅｒｇ曲率为零，那么称 Ｆ为 Ｌａｎｄｓｂｅｒｇ
度量。显然 Ｂｅｒｗａｌｄ度量一定是 Ｌａｎｄｓｂｅｒｇ度量，反之
则不一定成立。如果弱Ｌａｎｄｓｂｅｒｇ曲率为零，那么称 Ｆ
为弱Ｌａｎｄｓｂｅｒｇ度量。容易看到，Ｌａｎｄｓｂｅｒｇ度量必定
是弱Ｌａｎｄｓｂｅｒｇ度量，而反之却不一定成立。如果在流
形Ｍ上存在标量函数 ｃ＝ｃ（ｘ）使得 Ｊｉ＋ｃＦＩｉ＝０，那么
称Ｆ具有相对迷向平均Ｌａｎｄｓｂｅｒｇ曲率。

事实上，平均 Ｌａｎｄｓｂｅｒｇ曲率表示平均 Ｃａｒｔａｎ挠
率关于度量Ｆ的水平协变导数，即

Ｊｉ（ｘ，ｙ）＝Ｉｉ；ｍｙ
ｍ＝ｙｊ

Ｉｉ
ｘｊ
－Ｉｊ
Ｇｊ

ｙｉ
－２Ｇｊ

Ｉｉ
ｙｊ
。 （６）

李本伶和沈忠民在文献［９］中证明了以下定理。
定理Ａ［９］　在ｎ（ｎ≥３）维芬斯勒流形（Ｍ，Ｆ）上，

（α，β）度量 Ｆ＝αφ（ｓ）是弱 Ｌａｎｄｓｂｅｒｇ度量的充分必
要条件下列之一成立：

ａ）Φ＝０，即Ｆ为黎曼度量。
ｂ）Φ≠０且 β关于 α是平行的，即 Ｆ是 Ｂｅｒｗａｌｄ

度量。

ｃ）Φ≠０且β关于α是不平行的，同时φ＝φ（ｓ）和
β分别满足

－Φ＝ λΔ
３
２

ｂ２－ｓ槡
２
，ｒｉｊ＝ｋ（ｂ

２ａｉｊ－ｂｉｂｊ），ｓｉｊ＝０。

其中ｂ（ｘ）：＝‖βｘ‖α≠０，λ为常数，ｋ＝ｋ（ｘ）是流形
Ｍ上的标量函数。

利用芬斯勒几何的基础知识和基本方法证明了对

称芬斯勒度量具有以下曲率性质。
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引理１．１　如果Ｆ是对称的芬斯勒度量（即Ｆ（ｘ，
－ｙ）＝Ｆ（ｘ，ｙ）），Ｉｋ，Ｊｋ，Ｓ，Ｋ分别表示平均 Ｃａｒｔａｎ挠
率，平均Ｌａｎｄｓｂｅｒｇ曲率，Ｓ曲率和标量旗曲率，那么

Ｉｋ（ｘ，－ｙ）＝－Ｉｋ（ｘ，ｙ）；Ｊｋ（ｘ，－ｙ）＝Ｊｋ（ｘ，ｙ），
Ｓ（ｘ，－ｙ）＝－Ｓ（ｘ，ｙ）；Ｋ（ｘ，－ｙ）＝Ｋ（ｘ，ｙ）。

　　证明　由Ｆ（ｘ，－ｙ）＝Ｆ（ｘ，ｙ）和有关定义直接验
证可得：

ｇｉｊ（ｘ，－ｙ）＝ｇｉｊ（ｘ，ｙ），ｇ
ｉｊ（ｘ，－ｙ）＝ｇｉｊ（ｘ，ｙ），

Ｃｉｊｋ（ｘ，－ｙ）＝－Ｃｉｊｋ（ｘ，ｙ），Ｇ
ｉ（ｘ，－ｙ）＝Ｇｉ（ｘ，ｙ）。

所以根据式（２）、（３）、（４）、（５）、（６）立即可得：
Ｉｋ（ｘ，－ｙ）＝－Ｉｋ（ｘ，ｙ），Ｊｋ（ｘ，－ｙ）＝Ｊｋ（ｘ，ｙ），

Ｓ（ｘ，－ｙ）＝－Ｓ（ｘ，ｙ），
Ｒｉｋ（ｘ，－ｙ）＝Ｒ

ｉ
ｋ（ｘ，ｙ）， （７）

Ｒｉｋ（ｘ，－ｙ）＝Ｋ（ｘ，－ｙ）｛Ｆ
２δｉｋ－ｇｋｑｙ

ｑｙｉ｝。 （８）
由式（７）、（８）可得：

｛Ｋ（ｘ，－ｙ）－Ｋ（ｘ，ｙ）｝｛Ｆ２δｉｋ－ｇｋｑｙ
ｑｙｉ｝＝０，

令ｋ＝ｉ并求和可得：
（ｎ－１）Ｆ２｛Ｋ（ｘ，－ｙ）－Ｋ（ｘ，ｙ）｝＝０，
即 Ｋ（ｘ，－ｙ）＝Ｋ（ｘ，ｙ）， 证毕。

引理１．２　设（Ｍ，Ｆ）是 ｎ（ｎ≥３）维芬斯勒流形，
芬斯勒度量Ｆ是对称的（即 Ｆ（ｘ，－ｙ）＝Ｆ（ｘ，ｙ）），那
么度量 Ｆ具有相对迷向平均 Ｌａｎｄｓｂｅｒｇ曲率（即 Ｊ＋
ｃ（ｘ）ＦＩ＝０）的充分必要条件是 Ｆ为弱 Ｌａｎｄｓｂｅｒｇ度量
（即Ｊ＝０）。

证明　充分性是显然的，故只需证明必要性即可。
由题意知

Ｊｋ（ｘ，ｙ）＋ｃ（ｘ）Ｆ（ｘ，ｙ）Ｉｋ（ｘ，ｙ）＝０。 （９）
用－ｙ替换式（９）中的ｙ，再利用引理１．１和Ｆ（ｘ，

－ｙ）＝Ｆ（ｘ，ｙ）可得：
Ｊｋ（ｘ，ｙ）－ｃ（ｘ）Ｆ（ｘ，ｙ）Ｉｋ（ｘ，ｙ）＝０。 （１０）

由式（９）、（１０）易知：Ｊｋ（ｘ，ｙ）＝０。
即Ｆ为弱Ｌａｎｄｓｂｅｒｇ度量。 证毕。

２　定理的证明

定理１的证明
根据引理１．２易知，对称（α，β）度量 Ｆ＝αφ（ｓ）

具有相对迷向平均Ｌａｎｄｓｂｅｒｇ曲率等同于对称（α，β）
度量Ｆ＝αφ（ｓ）是弱Ｌａｎｄｓｂｅｒｇ度量。

根据定理 Ａ易知，（α，β）度量 Ｆ＝αφ（ｓ）是弱
Ｌａｎｄｓｂｅｒｇ度量等价于ａ）、ｂ）、ｃ）３者之一。下面证明：
就对称（α，β）度量 Ｆ＝αφ（ｓ）来说，定理 Ａ中的情况
ｃ）是不存在的。

由于φ（－ｓ）＝φ（ｓ），不难验证：
Δ（－ｓ）＝Δ（ｓ），Φ（－ｓ）＝－Φ（ｓ）。

所以用－ｓ替换下面式（１１）中的ｓ并化简可得

－Φ（ｓ）＝λΔ
３
２（ｓ）
ｂ２－ｓ槡

２
， （１１）

Φ（ｓ）＝λΔ
３
２（ｓ）
ｂ２－ｓ槡

２
， （１２）

由式（１１）、（１２）显然可得Φ＝０，这与ｃ）中的Φ≠０矛
盾。所以定理Ａ中的情况ｃ）确实是不存在的。证毕。

定理２的证明
１）由题意知：
Ｓ（ｘ，ｙ）＝（ｎ＋１）（ｃ（ｘ）Ｆ（ｘ，ｙ）＋ηｉ（ｘ）ｙ

ｉ）

再由引理１．１和Ｆ（ｘ，－ｙ）＝Ｆ（ｘ，ｙ）可得：
－Ｓ（ｘ，ｙ）＝（ｎ＋１）（ｃ（ｘ）Ｆ（ｘ，ｙ）－ηｉ（ｘ）ｙ

ｉ）。

容易得到

Ｓ（ｘ，ｙ）＝（ｎ＋１）ηｉ（ｘ）ｙ
ｉ。

所以度量Ｆ的平均Ｂｅｒｗａｌｄ曲率为

Ｅｉｊ（ｘ，ｙ）＝
１
２Ｓｙｉｙｊ＝０。

即Ｆ为弱Ｂｅｒｗａｌｄ度量。
２）根据式（１）可知Ｆ的旗曲率可表示为

Ｋ（ｘ，ｙ）＝
３ｃｘｍｙ

ｍ

Ｆ（ｘ，ｙ）＋σ（ｘ）。

注意到Ｆ（ｘ，－ｙ）＝Ｆ（ｘ，ｙ），显然有

Ｋ（ｘ，－ｙ）＝－
３ｃｘｍｙ

ｍ

Ｆ（ｘ，ｙ）＋σ（ｘ）。

所以立即得出

Ｋ（ｘ，－ｙ）＋Ｋ（ｘ，ｙ）＝２σ（ｘ）。
根据引理１．１得到

Ｋ（ｘ，ｙ）＝σ（ｘ）。
又因为（Ｍ，Ｆ）是 ｎ（ｎ≥３）维芬斯勒流形，根据 Ｓｃｈｕｒ
定理，旗曲率Ｋ必定是常数。证毕。
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ｍａｔｏｒｗｉｔｈｒｅｓｐｅｃｔｔｏｔｈｅｍｅａｎｓｑｕａｒｅｄｅｒｒｏｒｍａｔｒｉｘｃｒｉｔｅｒｉｏｎｉｎｔｅｒｍｓｏｆｔｈｅａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｍｕｌｔｉｃｏｌｌｉｎｅａｒｉｔｙｏｆｄｅｓｉｇｎｍａ
ｔｒｉｘａｎｄｔｈｅｅｌｌｉｐｓｏｉｄａｌｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓｏｎｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ．Ｓｏｍｅｍｅｔｈｏｄｓｔｏｄｅｔｅｒｍｉｎｅｒｉｄｇｅｐａｒａｍｅｔｅｒｉｎｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ
ｒｉｄｇｅｔｙｐｅｅｓｔｉｍａｔｏｒａｒｅｇｉｖｅｎｔｈｒｏｕｇｈｌｉｎｅａｒＭｉｎｉｍａｘｅｓｔｉｍａｔｏｒａｎｄｂａｌａｎｃｅｄｌｏｓｓｆｕｎｃｔｉｏｎａｉｍｉｎｇａｔｔｈｅｆａｃｔｔｈａｔｔｈｅ
ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｒｉｄｇｅｔｙｐｅｅｓｔｉｍａｔｏｒｉｓａｎａｄａｐｔｉｖｅｎｏｎｌｉｎｅａｒｅｓｔｉｍａｔｏｒ．Ｉｎａｄｄｉｔｉｏｎ，ａｎｅｘａｍｐｌｅｉｓａｌｓｏｐｒｅｓｅｎｔｅｄｔｏａｎａｌｙｚｅ
ａｎｄｃｏｍｐａｒｅａｂｏｖｅｍｅｔｈｏｄｓｕｓｉｎｇＲｓｏｆｔｗａｒｅ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｒｉｄｇｅｔｙｐｅｅｓｔｉｍａｔｏｒ；ｅｌｌｉｐｓｏｉｄａｌｒｅｓｔｒｉｃｔｉｏｎ；ｒｉｄｇｅｐａｒａｍｅｔｅｒ；Ｍｉｎｉｍａｘｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ；ｂａｌａｎｃｅｄ
ｌｏｓｓｆｕｎｃｔｉｏｎ

（编辑　张小强）
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