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由小波滤波器系数求尺度函数和小波函数 

韩 亮，田逢春，王 宇 
(重庆大学 通信工程学院，重庆 400030) 

摘 要：为更好地将离散小波变换和连续小波变换联系起来，在分析了现有的由小波滤波器积法求 

尺度函数和小波函数的方法的基础上。提出了对迭代卷积法的一种改进算法，同时给出了迭代卷积法的 

收敛判定方法，并分析了改进后算法的优势．实验结果表明该算法是有效的． 
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离散小波变换中滤波器系数 h g 是主要参数， 

而连续小波变换中尺度函数 咖(t)和小波函数 (t)是 

主要参数．在构造正交小波或双正交小波时  ̈ ，通常 

是利用正交条件、双通道滤波器组精确重建条件、二尺 

度方程、对称性条件与消失矩条件等条件构造一个不 

定方程，并在一定假设前提下解出尺度函数 (t)和小 

波函数 (t)所对应的低通滤波器 h 和高通滤波器 

gn· 

为了更好地应用小波进行信号处理，我们希望将 

两套参数更紧密地联系起来，由二尺度方程可以很容 

易地由连续小波变换中的尺度函数 (t)和小波函数 

(t)求出离散小波变换中的滤波器系数 h g [3 3；文 

中讨论的是如何由滤波器系数 h 、g 求出尺度函数 

咖(￡)和小波函数 (￡)． 

1 尺度函数与小波函数值的计算 

大多数情况下尺度函数咖(t)和小波函数 (t)都 

难以求得解析解，所以通常需要通过一定的方法利用 

滤波器系数来求出尺度函数 (t)和小波函数 (t)的 

离散逼近值．由滤波器系数 h g 求尺度函数 咖(t)和 

小波函数 (t)的主要的方法有傅立叶变换法，矩阵方 

程法和迭代卷积法3种． 

只要得到尺度函数，利用二尺度方程，相应的小波 

函数就可以由尺度函数求出． 

1．1 傅立叶变换法 

首先定义小波滤波器系数的傅立叶变换： 

日(cIJ)= ∑  ̂e ， (1) 
4 

G(cIJ)= ∑ ． (2) 
4 

~ttJ,波的基本性质和二尺度方程，可以推导出小 

波尺度函数和小波函数的傅立叶变换与滤波器系数的 

傅立叶变换之间的关系的公式：[卜 

(cIJ)= 兀H(2 )， (3) 
￡ ) 1 

(cIJ)= IG(等)兀日(2 )． (4) 2
7r z j = 2 

先由式(3)和式(4)求出 (cIJ)和 (cIJ)后，然后再由 

傅立叶逆变换可以求出尺度函数 

遗憾的是，一般情况下由式(3)和式(4)很难推出 

(cIJ)和 (cIJ)的显示表达式，因此也就无法对 (cIJ) 

和 ( )作傅里叶逆变换以求出尺度函数 咖(t)和小 

波函数 (t)，所以这种方法的应用具有很大的局限 

性． 

1．2 矩阵方程法 

参考文献[4—5]对矩阵方程法作了叙述，矩阵方 

程法的主要思路是： 

为了求出小波函数在任意点的值，定义向量 
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V(t)∈R ，t∈(0，1)为： 

(f)= (f+ 一1)，J=1，⋯，J7v 

再定义两个N XN矩阵 ， 分别为： 

(ro) =h2￡十1 

(T1) =h2 

i j=1，2，⋯，N， 

i j=1，2，⋯ ，N． 

由尺度函数 (t)求出． 

· (5) 2 对迭代卷积法的改进 

(6) 

(7) 

若t=0．dld ⋯d ，则可由双尺度方程递推得 

l，(t)= 。 ，⋯ l，(0)． (8) 

该方法有如下优点： 

1)可以得到任意分点上的任意精度的 (t)的值， 

不受通常方法的二进制分点的限制，因而使用起来十 

分灵活． 

2)在编程过程中，数组大小固定为 NXN阶，不随 

计算精度的提高而增大，节省存储空间，适合在计算机 

上运行． 

但是，该方法一次只能求出尺度函数 (t)的J7v个 

21精度的点的值，用该方法来计算整个尺度函数 (t) 

和小波函数 (t)显得太繁琐(需要使用 次该方法 

才能得到全部尺度函数 (t)和小波函数 (t)的2 

精度的点的值)，这在 较大时显得不实用．通常情况 

下可以先用矩阵方程法求出尺度函数 (t)和小波函 

数 (t)若干精确的点，然后再采用插值的方法得到尺 

度函数 (t)和小波函数 (t)． 

1．3 迭代卷积法 

参考文献[6]提出了迭代卷积法，下面以通过 h 

求尺度函数为例描述该方法的基本步骤： 

1)假定／／(z)对应的冲激响应是h(／1,)，则H( ) 

对应的是h(／1,)的系数之间插人一个零，记为h⋯(／1,)； 

H(z4)对应的是 h(17,)的系数之间插人 3个零，记为 

hf2](17,)；以此类推，It(z ‘)对应的是 h(17,)的系数间插 

人 2 一1个零，记为 h⋯(n)． 

当f=1时，H‘ ( )=tt(z)tt(z )，ḧ (17,)=h(17,) 

h⋯(17,)； 

当f_2时， ‘ ( )=H‘ ( )H( )，h‘ (17,)= 

ḧ ’(17,) hf21(17,)； 

当f_|i}时，H‘ ( )=H‘ ( )tt(Z )，h‘ (17,)= 

h ’(n) h 1)(n)． 

2)把 h (17,)连成一条曲线，再把曲线的基底压回 

0～ 一1内( 为滤波器 h 的长度)，注意进行归一化 

工作，这样就构成一 个尺度 函数 (t)的近 似值 

西‘ (f)． 

3)当f一∞时，如果满足正规性条件， ’̈(t)就趋 

近于连续函数 (t)． 

4)利用二尺度方程，相应的小波函数 (t)就可以 

2．1 对迭代卷积法的改进算法 ． 

通过研究，发现对卷积结果插值比对滤波器系数 

插值的性能更好，其基本步骤如下(以通过 h 求尺度 

函数为例)： 

1)假定tt(z)对应的冲激响应是h(17,)，Ḧ ’( )对 

应的是 h‘ (17,)，则 H‘ ( )对应的是 h‘ (17,)系数之 

间插人一个零，记为 ；： (n)；H ( )对应的是 

h‘ (17,)，则 H‘ ’( )对应的是 h‘ (17,)系数之间插人 
一 个零，记为 (n)；以此类推，H‘”( )对应的是 

h‘ (17,)，H‘ ( )对应的是 h‘ (／1,)系数间插人一个 

零，记为 (n)． 

当 f=1时，H‘ ( )=H( )H( )，h‘ (／1,)=h 

(n) h⋯(n)； 

当 f_2时，H‘ ( )=H‘ ( )／／(Z )= 

／4( )／／(Z )H( )= 

／／(Z)H‘ ( )， 

h幢 (n)= ；： (n) h(n)， 

当 f_|i}时， 

H‘ ( )=H‘ ( )／／(Z )= 

／／(Z)H‘ ’( )， 

h (n)= ； ”(n) h(n)． 

步骤2)3)4)与节1．3的方法相同．具体实验结果 

见节 3．1． 

2．2 尺度函数和小波函数的支集长度 

对于正交小波而言 ，如果滤波器系数 h g 不 

为零的个数 Ⅳ̂ 和 是有限的(FIR滤波器)，那么所 

对应的尺度函数 (t)和小波函数 (t)则是紧支的． 

(t)和 (t)的支集长度均为 Ⅳ̂ 一1． 

对于双正交小波而言 ]，如果滤波器系数 h g 

、 不为零的个数Ⅳ̂、 、藏、 是有限的(FIR滤 

波器)，那么所对应的尺度函数 (t)、 (t)和小波函 

数 (t)、 (t)则是紧支的． (t)的支集长度为 Ⅳ̂ 一1， 

(t)的支集长度为藏一1， (t)和 (t)的支集长度均 

为 _1． 

2．3 收敛的判定方法 

在理论上讲，当迭代次数 f一∞时， (／1,)收敛于 

(t)；但在实际计算中，不可能卷积无限多次，而只能用 

有限次卷积去逼近 因此应该有一个收敛的判定方法． 

http://www.cqvip.com


第30卷第4期 韩 亮，等： 由小波滤波器系数求尺度函数和小波函数 81 

假定计算已经收敛，则输人、输出函数的波形应该 

是一致 的．判定 收敛 的方 法是：将前一 次的结果 

(n)插值，使其维数与 (n)相同，比较相邻两次 

( (n)的插值与 (n))的值，如果它们的差异小于 

某个门限，就可以近似认为迭代卷积的结果已经收敛， 

(n)与 (n)的形状大致相同．实际工作中，迭代 

次数不需要很高，过程便基本收敛．一般情况下只需要 

迭代卷积 10次左右，过程便基本收敛．具体实验结果 

见节4．2． 

2．4 对迭代卷积法的性能分析 

2．4．1 迭代次数 Z与 西 (n)的点数 的关系 

设滤波器h 的长度为 ，则对应的 (t)支集长度 

为L一1，迭代次数z与 (n)的点数关系为(2 一1)( 
一 1)+1，用数学归纳法证明如下： 

①z=2时， (n)的点数为 

+(2 ×L一(2 一1))一1= 

(2 一1)(L一1)+1． 

②设 z=k时， (n)的点数为(2 一1)(L一1)+ 

1；当z=k+1时，西 (n)的点数为 

(2((2 一1)(L一1)+1)一1)+L一1= 

(2 ”一1)(L一1)+1． 

③综上所述，当迭代次数为z次时， (n)的点数 

为 

(2 一1)(L一1)+1． (9) 

由此可知，使用该方法只需要迭代卷积 z次就可 

以得到尺度函数 西(t)的(2 一1)(L一1)+1个采样点 

(n)，其计算效率明显高于节1．2提出的方法． 

2．4．2 两种迭代卷积法性能的比较 

迭代卷积法主要的计算工作量在卷积这一个步 

骤，而卷积的主要计算量是乘法，下面对1．3和2．1提 

出的两种算法进行详细分析． 

1)由1．3描述的“对滤波器系数插值”的算法可 

知，该算法在进行第Ⅳ次迭代卷积时，进行迭代的两 

个数字信号的长度分别为P=(2 一1)(L一1)+1和 

Q=2NL一2 +1，所需要的计算量主要是(P+Q一1) 

×P(P<Q)次乘法，其时间复杂度为 0(2ZNL )，由于 

滤波器 h 的长度 为一常数，则时间复杂度可以改写 

为 0(2 )． 

2)由节2．1描述的“对卷积结果插值”的算法可 

知，该算法在进行第 Ⅳ次迭代卷积时，进行迭代的两 

个数字信号的长度分别为P=2((2 一1)(L一1)+1) 
一 1和Q=L，所需要的计算量主要是(P+Q一1)×Q 

(P>Q)次乘法，其时间复杂度为 0(2̈  L )，由于滤 

波器 h 的长度 为一常数 ，则时间复杂度可以改写为 

0(2̈  )，比前一算法明显降低． 

3 迭代卷积法实验结果 

3．1 由迭代卷积法计算尺度函数和小波函数 

以Daubechies97小波为例，采用节 2．1提出的改 

进后的迭代卷积法计算尺度函数和小波函数．迭代 10 

次的结果如图1所示，迭代12次的结果如图2所示： 

D97小波的分解尺度函数 

D97小波的重建尺度函数 D97小波的重建小波函数 

图 1 迭代 1O次的 I)97分解及重建的尺度函数和小波函数 

D97小波的分解尺度函数 

D97小波的重建尺度函数 D97小波的重建小波函数 

图 2 迭代 l2次的 D97分解及重建的尺度函数和小波函数 

由上可以看出，迭代 12次与迭代 10次的结果相 

差无几．改进后的迭代卷积算法是可行的． 

3．2 迭代次数与相邻两次之间的信噪比 

以 Daubechies97为例，由于可以通过尺度函数计 

算小波函数，所以只比较分解和重建尺度函数的迭代 

次数与相邻两次之间的信噪比的关系，其结果见表1． 

(注：表 1中的PSNR为该次迭代与前一次迭代比较得 

出的结果) 

由表 1可以看出： 

1)随迭代次数的增加，尺度函数相邻两次迭代的 
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表 1 

表1：D97小波的尺度函数迭代次数与相邻两次之间的信 

噪比的关系表 

PSNR提高，说明尺度函数形状随迭代次数增加越来 

越一致； 

2)当迭代次数大于1O次时，D97小波的尺度函数 

相邻两次迭代的PSNR已大于70 dB，说明实际工作中 

需要的迭代次数不会太高，一般7、8次就可以满足要 

求． 

4 结 论 

笔者介绍的方法不仅可以用来求满足多分辨率分 

析的尺度函数和小波函数，也可以用来计算任意的满 

足双尺度方程的函数．它可以广泛地应用于样条理论、 

光滑函数生成、数据压缩及解压缩等等，因此，对该算 

法的研究是非常有意义的． 

该方法为连续小波变换的应用打下了良好的基 

础． 
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Computation of the W avelet and Scaling Functions 

Using Coefficients of W avelet Filter 
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Abstract：To associate the discrete wavelet transform with the continuous wavelet tran sform ，an improved algorithm on 

iterative convolution algorithm is given by analyzing the usually used methods of the computation of the wavelet function 

and scaling function using coefficients of wavelet filter．The way of judging the convergence of iterative convolution is 

given．The advantages of improved algorithm is analyzed．Th e experimental result shows that the modified algorithm is 

effective． ． 
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