
第30卷第6期 

2007年 6月 

重庆大学学报(自然科学版) 

Journal of Chongqing University(Natural Science Edition) 

V01．30 No．6 

Jun．2007 

文章编号：1000—582X(2007)06-0006-04 

基于多重散射理论的二维声子晶体带结构计算 

郑 玲，李以农 
(重庆大学 机械传动国家重点实验室，重庆 400030) 

摘 要：二维固体结构声子晶体如平板、板壳在结构材料的减振、降噪方面有广泛的应用，研究二 

维固体结构声子晶体的禁带特性，对减振、降噪结构材料及声学滤波器的设计有重要的理论指导意义。 

用声子晶体带结构计算的多重散射理论，计算了二维碳 一环氧树脂声子晶体的能带结构。结果表明，将 

波速较大的碳柱体按正方形周期排列放入到波速较小的环氧树脂中，在布里渊区两个主要方向上出现 

了完全禁带。 
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十几年前，人们开始触及结构功能材料光学特性 

的研究。理论和实验证明，如果结构功能材料中的介 

电常数在光波长尺度上周期性变化，光子与周期结构 

相互作用，会使得该材料具有类似半导体中电子禁带 

的能带结构，称之为光子禁带(或称光子带隙)。具有 

光子禁带的周期性电介质结构功能材料称为光子晶体 

(photonic crystals)。光子能量落在光子禁带中的光波 

不能在光子晶体中传播。通过对光子晶体周期结构及 

其缺陷的设计，可 以人 为地调控光子 的流动 。 

1991年，Yablonovitch通过实验验证了微波波段光子 

禁带的存在，光子晶体迅速成为光电子以及信息技术 

领域研究的热点。 

随后人们发现当弹性波在周期性弹性复合介质中 

传播时，也会产生类似的弹性波禁带，提出了声子晶体 

概念。声子晶体具有丰富的物理内涵及潜在的广阔应 

用前景。虽然声子晶体的应用在很大程度上还处于展 

望阶段，但声子晶体特有的禁带特性、缺陷态特性已经 

使它在减振、降噪、声学器件等方面展示了广阔的应用 

前景 - 。 

目前声子 晶体的研究 主要集 中在 3个方 面： 

(1)声子晶体禁带机理的研究；(2)缺陷态的研究； 

(3)声子晶体的应用研究。 

用于声子晶体带结构的理论计算方法有传递矩阵 

法 ]、平面波展开法 J、时域有限差分法 J、多重散射 

方法等 。传递矩阵法一般用于一维声子晶体的带 

结构计算 ，方法简单，由于传递矩阵比较小，计算量小。 

平面波展开法可用于二维及三维声子晶体的带结构计 

算，它通过将波动方程中的位移、弹性参数等物理量在 

倒格矢空间以平面波叠加的形式近似展开，将波动方 

程转化成一个本征方程 ，求解本征值便可得到本征频 

率与波矢之间的色散关系，即能带结构，但存在收敛速 

度慢，计算精度不高，无法计算固一液声子晶体带结构 

等问题，应用受到限制。时域有限差分法可用于二维 

及三维声子晶体的禁带计算，它是一种直接在时域把 

波动方程离散为差分方程进行求解的方法，可精确模 

拟各种复杂的周期结构，对介质非均匀性、各向异性 

和色散特性等问题均有较好的计算精度，与采用多重 

散射法计算得到的声子晶体带结构有很好的一致性。 

二维固体结构声子晶体如平板、板壳在结构材料 

的减振、降噪方面有广泛的应用，研究二维固体结构声 

子晶体的禁带特性，对减振、降噪结构材料及声学滤波 

器的设计有重要的理论指导意义。采用多重散射理 
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论，研究二维固体声子晶体的带结构。以碳／环氧树脂 

二维声子晶体为例，采用多重散射法计算了其能带结 

构 给出了一些相关的重要结论。 

1 多重散射理论与计算方法 

多重散射理论将波动方程中的位移展开为 3种模 

式(一个纵波，两个横波)的线性叠加，把入射到某个 

散射体上的入射波看成是外来入射波和被其他散射体 

所散射的散射波之和，通过代数运算，最终得到一个本 

征方程，求解本征方程的本征值，即是声子晶体的本征 

频率。 

当无限多的平行于 z轴的圆柱体镶嵌在基体中 

构成二维周期复合介质时，其弹性波波动方程可写为 

(A+2 ) ( ·U)一 × ×U+Dw U=0。 

(1) 

式中D是介质的质量密度， 和 A分别是介质的拉姆 

常数。对于倾斜入射的弹性波，设波动矢量 k在 —Y 

平面上的投影为k ，在z轴上的投影为 ．j}；P：，则 k= 

k +kze：。同样对位移矢量 ，，可写成，=P+ze：，其 

中P是位移矢量在 —Y平面上的投影，ze：是在z轴上 

的投影。 

在柱坐标系中，方程(1)的通解为 

比(，)=∑[0 ．， (，)+6 日 (，)]， (2) 

其中： 

．， 1(，)= [1， ( )etmPe ]， 

．， (，)= ×[ezJ ( )etmPe ]， 

．， 3(，)=吉 × ×[P；l， ( )e e ]， 

日 1(，)= [日 ( )etmPe ]， 

日 (，)= ×[ezH (届p)etmPe ]， 

日 (，)=吉 × ×[ezHn( )e e ]。 

．， 和 日 分别是柱贝塞尔(Besse1)函数和一类柱汉克 

尔(Hankle)函数。 = ~／Ato+2D k 2， =√ 一．j} ； 
在式(2)中， =1，2，3分别代表弹性波的 3种模式； 

：1代表纵波模式； =2，3代表两个横波模式；当系 

数 b =0时，U(，)表示入射波；当 a =0时，U(，)中 

仅包含出射波；由于二维复合介质是由基体和镶嵌其 

中的散射体组成的，因此入射到第 i个散射体上的弹 

性波为 

比 (，。)=∑口 i．， i(， )， (3) 

被第 i个散射体所散射的弹性波为 

比s ( )=∑6 i n i( )， (4) 

， 表示对第 i个散射体中心的位移。根据多重散射理 

论，入射到散射体 上的弹性波由两部分组成，一是外 

来入射波 

比i ∞(， )=∑a2 (， )。 (5) 

二是由其他散射体散射的弹性波 

U i (， )一U i ∞(， )=∑∑ ( )，(6) 

， 和， 分别代表空间中同一点相对于第 i个和第 个 

散射体的位移，如果用 R 和 R，分别表示第 i个和第 

个散射体的位置，则有：r =rI一(足，一R )。可以证明 

( 一( 一R )=∑G (Rj—R )．， i( )， 

(7) 

其中，G称为矢量结构常数 

G ， ，cR =( ； ： ，：3。 
(8) 

式(8)中的 ： ，(R)称为标量波的结构常数 

： ，(R)=H ．_n(．j} )e 。 

k= 或 ， 是矢量 R的相位。如果定义：G： = 

G (Rf—R )，那么 (0)可表示为 

( )=∑G i～(r )。 (9) 

对于一个指定的散射体而言，被散射后的位移场 

由入射场和散射矩阵完全决定。式(2)中入射系数 

{ )和散射系数{％ )之间的关系可表述为 

= ∑ ， ， ， ，， (1o) 

其中，散射矩阵 T={ )可 由单个散射体 的麦 氏 

(Mie)弹性矩阵得到。将式(3)、(5)、(10)代入式(7) 

可得到多重散射理论的最终方程 

∑[6 6 6 一∑ ， ，G 一 ]口 。 (11) 

解上述方程，可得到弹性系统对外界扰动的反应。 

在入射波为零的条件下，解式(11)可以得出弹性系统 

的固有模式： 

det l 8／j8 6 一∑ ，G l 0。 (12) 

对于二维声子晶体的周期系统，式(16)可转化为 

det 6 6 一∑￡ ， ，G l 0，(13) 

其中s和s 代表一个晶胞中位移矢量分别是， 和 ，的 
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两个散射体 ， 

G (七)=∑G ( 一 ，+R)exp(ik·R)。 

(14) 

对式(14)求和遍及声子晶体中的所有晶胞。 

2 二维碳 一环氧树脂声子晶体带结构计算 

采用多重散射理论计算由碳(c)和环氧树脂(Ep— 

oxy)组成的二维声子晶体带结构。碳和环氧树脂的特 

性参数见表 1所示。 

表 l 碳和环氧树脂的特性参数 

图1是碳／环氧树脂二维正方点阵声子晶体横截 

面图。对于由固体组成的复合介质，弹性波波动方程 

可以分解成两个方程来求解，即平行于 z轴的横波模 

和XY平面内的混合模。取 n =3，即展开式(2)中 

的 一3≤n≤3，此时，方程(13)分别变成 7×7和 14× 

14矩阵元的本征值方程。在第一布里渊区，对于给定 

的一个波矢 k值，可以获得无限多个本征解。每一个 

本征解用一个整数 n来表示，相应的本征频率为 09 。 

当k沿着图 1所示的正方形排列的第一布里渊区中的 

直线 和 变化时，可以得到一系列的k和 09 的 

曲线。 

图 l 碳／环氧树脂二维正方点阵声子晶体横截面图 

图2 二维正方形晶格排列的第一布里渊区 

图3是填充率 F=0．4时，碳圆柱体按正方形晶 

格排列放人环氧树脂中的弹性波能带结构图。图中横 

坐标是标量化的布洛赫波矢 k=K ，而纵坐标为标 
二1T 

量化的频率 = ，其中c为弹性波在环氧树脂介质 
C 

中传播时的横波波速，a是晶格常数，09是角频率。对 

于位移的z分量(用虚线表示)，在最低的 10个能带 

中，仅出现2个带隙，即在最低的第一个带和第 2个带 

之间有 1个带隙，带宽与带隙的中间频率之比△∞／∞ = 

0．324 6，第 2个带和第 3个带之间也有 1个带隙，且 

Ato／to =0．386 6。对于位移的 和 y分量(用实线 

表示)，在最低的 10个能带中，也仅出现了2个带隙， 

即在第 3个带和第 4个带之间存在一个较大的带隙， 

Ato／to =0．728 3，在第 5个带和第六个带之间出现一 

个较小的带隙，Ato／to =0．094 51。综合上述情况，可 

得到一个在布里渊区的主要方向上(FX和 ／M)都存 

在的所谓完全禁带(用斜线表示)，频率范围 toa／e= 

6．05～8．95，带宽 △ (I) =0．386 6。反之，将环氧树 

脂柱体放人碳基体中，无论是 z分量或 XY分量，都没 

有禁带的出现。 

图3 碳圆柱体按正方形晶格排列放入 

3 结论 

采用多重散射理论计算 由碳 (C)和环氧树脂 

(Epoxy)组成的二维声子晶体的带结构。其计算结果 

与吴福根采用平面波展开法的计算结果基本吻合。研 

究表明：二组元的波速和质量密度之比对产生完全带 

隙有重要的作用。只有将波速较大的介质放人波速较 

小的介质中才有利于完全带隙的出现。采用多重散射 

理论计算带结构，速度快，精度高，具有很好的收敛性， 

能比较准确地预测二维固态声子晶体的带隙特性。其 

方法对减振、降噪结构材料及声学滤波器的设计有一 

定的理论指导意义。 
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Elastic Band Gaps in Two-dimensional Phononic Crystals 

Based on M ultiple-scattering Theory 

ZHENG Ling，LI Yi-nong 

(State Key Laboratory of Mechanical Transmission，Chongqing University，Chongqing 400030，China) 

Abstract：Two dimensional solid phononic crystals such as plates
，
shells can be widely applied to the control of vibration 

and noise as a kind of structural materials．It is very significant to study the band gaps in two dimensional phononic crys— 

tals to apply them in the vibration and noise control for structures and as a filter for acoustical sign a1．The multiple．scat— 

tering theory is integrated with wave equations to study the elastic wave band gaps in two—dimensional phononic crystals． 

Th e carbon／proxy system is used as numerical example．Th e results show that a full band gap is presented when carbon 

cylinder with high propagation velocity is arranged periodically in proxy with low propagation velocity
．  

Key words：phononic crystal；band gap；mutiple—scattering 
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