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摘 要：模糊闭集和模糊超平面是模糊拟阵的2个基本概念，在模糊拟阵理论中起着重要的作用。 

文中研究了模糊闭集和模糊超平面的性质和结构，得到了相关的几个结论：模糊拟阵的闭集和它的导出 

拟阵的闭集之间的关系；普通拟阵所有超平面的交集是最小闭集且秩为0；模糊拟阵所有超平面交集也 

是最小的闭集且秩为0；利用数学归纳法证明了闭模糊拟阵模糊闭集的结构特征；找到了判定闭模糊拟 

阵的模糊闭集的一个充要条件．这些结果有利于进一步研究模糊拟阵的其他性质。 
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1 基本概念和定理 

定义 1 设 E是有限集，，是E的子集族，若，满 

足下列条件： 

1) ∈，； 

2)若X∈，，YCX，则 Y∈，； 

3)若 ，Y∈，，l l<l yl，W∈，，则 XC WC_XU y； 

则称序偶(E，，)为E上的一个拟阵，记为M=(E， 

，)。任意的 E，若 X∈，，则称 是 的独立集，否 

则称 为 的相关集 j。 

定义2 设 M=(E，，)是一拟阵，若 B∈，，但不存 

在 B 3B使 B ∈，，则称B为 的基，即基是拟阵的极 

大独立集，用 或 B( )表示拟阵 的所有基的 

集合 。 

定义 3 拟阵的秩函数是一个函数 P：2 一z ，使 

对任意的A E，有P(A)=max{l l l A，X∈，}， 

P(E)称为拟阵 的秩，通常记为P(M)=P(E)(其中 

2 表示E的所有子集的集合，z 表示非负整数的集 

合)，若对 E且对任意的 ∈E＼A，有P(A 3{ })= 

P(A)+1，则称A为拟阵的闭集 。 

定义4 设 是关于 E的一个拟阵，若 日c E是 

的闭集且不存在 日 c E是 的闭集，使 日 3 H，则 

日叫拟阵 的超平面 。 

定理 1 设 是拟阵 的一个闭集，P(X)=t，则 

存在不同的超平面 Hi，1≤i<-p(M)一t，使得 X=n 

{ l 1≤ ≤p(M)一t}⋯。 

定理2 设 M=(E，，)是一个拟阵，or是 的闭包 

算子，XCE是子集合，则X∈，的充分必要条件是对任 

意的 ∈X， or( ＼ )̈ 。 

定义5 如果 E是一个集合，则 E上的模糊集(是 

一 个映射 7r：E一[0，1]，E上的模糊集的全体记为： 

F(E)，如果 ， ∈F(E)，有如下概念和符号(见参考 

文献[3-6])： 

supp／z={ ∈E J ( )<0}； 

尺 ( )={ ( )l ( )>0， ∈E}； 

m( )=inf{ ( )l ∈supp~}； 

(  ̂)( )=min{ ( )， ( )}； 

(  ̂)( )=max{ ( )， ( )}； 

C ( )={ ∈EItx( )≥r}； 

V 0∈ supp／x，V ∈ E，( ＼＼0)( ) = 

( ) ≠0 1 
0 ：。  
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Vx E，V A∈(0， ]，c￡，( ，A)( ) lo 壁 ； 
S：=c￡，({e}，A)； 

定义 6 设 E是一个有限集， ∈F(E)是一个满 

足下列条件的非空模糊集族： 

(奶 )若／x∈ ， ∈F(E)，且 <／x，则 ∈gr； 

(忱 )若／x， ∈ ，l supp／x l<l suppl,l，则存在c￡，∈ 

，使 

1)／x<c￡，≤ V ； 

2)m(c￡，)≥rain{m( )，m( )}； 

则称序偶 M=(E， )是 E上的模糊拟阵， 称为 

的模糊独立集族。若／x∈F(E)，但／x隹 ，则称 为 

的相关集 j。 

定义7 设 (E， )是模糊拟阵， 的模糊秩函 

数是映射 P：F(E) [0+OC)，使得对任意的／x∈F 

(E)，P( )=sup{l l l ≤／x， ∈ }，其 中 l l 

= ∑ E ( ) 。 

定义 8 设 M=(E， )是有限集 E上的一个模糊 

拟阵，称tx∈F(E)为 的一个模糊基，如果 V ∈ ， 

≤ ，都有tx= ，即模糊拟阵 的模糊集是 的极大 

模糊独立集 j。 

定理 3 设 M=(E， )是有限集 E上的一个模糊 

拟阵，M是闭的当且仅当对任意的tx∈ ，存在一个模 

糊基 ∈ ，使得tx≤ I4j。 

定理4 设 M=(E， )是有限集 E上的一个模糊 

拟阵，V ∈F(E)，则tx∈ 对每一个 卢∈R ( )， 

( )∈ 。 

定义 9 设M=(E， )是模糊拟阵， ∈ ( )，A 

∈(0，1)，e∈E，称 s：与∞相关，如果P(s V )= 

p( )，记为 ～ 。 

定义 10 设 M=(E， )是有限集 E上的一个模 

糊拟阵， 的模糊闭包算子是一个函数 ：F( ) F 

(E)，V m∈F(E)， ( )= {s l s 一 ，V A∈(0，1]， 

Ve∈E} 。 

定义 ll 设 M：(E， )是有限集 E上的一个模 

糊拟阵， 是 的模糊闭包算子，若V ∈F(E)，满足 

( )= ，则称 为 M的模糊闭集 。 

定理 5 设 M=(E， )是有限集 E上的一个模糊 

拟阵，ix， 为 的模糊闭集，则  ̂也为 的模糊 

闭集[ 。 

定义 12 设 M=(E， )是有限集 E上的一个模 

糊拟阵，V ∈F(E)称为 的一个模糊超平面，如果 

满足：1)tx为闭集且 supp~cE；2)若 ∈F(E)，supp~ 

cE且 ≤ ，则tx= ； 

定理6 设 M=(E， )是有限集 E上的一个模糊 

拟阵，F0<r1<⋯ <r 为 的基本序列， 1是 M1= 

(E，，r，)的闭包算 子，则 对 V ∈F(E)，都 有 

1(supp#)=supp( ( )) 。 

定理7 设 M=(E， )是有限集E上的一个模糊 

拟阵，若 是 的一个模糊超平面，则 R (H)= 

{1}【引。 

定理8 设 H∈F(E)是模糊拟阵 M=(E， )的 

模糊超平面， 是 模糊闭包算子。则 supp( ( )) 

CE，但 V e∈E＼suppH，V A∈(0，1]，使得 supp( ( 

V S ))=E 。 

定理9 设 M=(E， )是有限集 E上的一个模糊 

拟阵。 是 的一个模糊超平面，则 H=c￡，(suppH， 

1)[引。 

2 超平面交集的性质 

定理 10 设 M=(E， )是有限集 E上的一个模 

糊拟阵， 是模糊拟阵 M 的模糊闭包算子， 。是拟阵 

M。=(E，，r，)的闭包算子。取tx∈F(E)，V e∈supptx， 

令 =c￡，({e}， (e))，若tx∈ ，则 ≤ ( ＼＼e)。 

证明：假设结论不成立，即 ≤ (tx＼＼e)。于是 

{e}=supp~ supp( (tx＼＼e))。由定理 6得：supp( 

( ＼＼e))= 1(supp(tx(＼＼e))= 1((supptx)＼＼e)，即： 

V e∈supptx，有 e∈ 1((supptx)＼e)。根据定理 2有： 

supptx∈，r，。于是由定理 4得：IX隹 ，与已知矛盾，结 

论得证。 

下面讨论普通拟阵超平面交集的某些性质⋯⋯。 

定理 11 设M =(E，，)是一拟阵， ， ，⋯， 

是 的所有超平面，若 ≠ ，则 是 的最小 

闭集且JD( Hi)=0。 
I= I 

m  

证明：由定理1知n 是 的最小闭集，下面证明 
I 

m  

P(n )=0。 

在定理 1中，令t=0，设有拟阵 的闭集 满足： 

p(x)=0且存在有限个超平面使得 ： =n { l 1≤ 
m  m  

≤P(M)}，显然 N
，
H 。于是P(

． 
)≤p(x)= 
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0，从而P(
．
nHi)1---0。 

定理 l2 设 M 1---(E， )是一个有限集 E上的模 

糊拟阵，基本序列为0<r。<r2<⋯< 。由于 suppH 

E且 (H)1---1，故模糊超平面只有有限个。设这 

些超平面为 。， ，⋯， ，则 suppH。，suppHz，⋯， 

suppHm就是 的导出拟阵 Mr，=(E，，，，)的全部超 

平面。 

证明：设 。是 的闭包算子， 是 的任一模 

糊超平面。则 

suppH 1---supp( (H))= 1(suppH)， 

于是 suppH是闭集且 suppHCE。由定理8知：对 

Ve∈E＼suppH，了A∈(0，1]，使得：E 1---supp( ( V 

s ))1--- 。(supp( V s ))1--- 。(suppH U{e})从而 

suppH是 ，的超平面。于是得到了若 。， ，⋯， 

是模糊拟阵 的全部超平面，则 suppH。，suppHz，⋯， 

suppHm就是 的导出拟阵Mr，1---(E， )的超平面这 

个结论。 

下面说明 suppH1，suppHz，⋯，suppHm是 的导 

出拟阵 ，的全部超平面。否则，存在 supp( +。)是 

，的不同于 suppH。，suppHz，⋯，suppHm的一个超平 

面。令 。 

H m+l=09(supp(／-／m+1)，1)， 

由定理 9知：H +。是模糊拟阵 的超平面，与 

。， ，⋯ ， 是 的所有模糊超平面矛盾。 

结论得证。 

在定理 11和定理 l2的基础上，给出模糊拟阵所 

有模糊超平面的交集的秩为0这个性质。 

定理 l3 设 M 1---(E， )是一个有限集 E上的模 

糊拟阵， 。， ，⋯， 是模糊拟阵 的所有模糊超平 

面，则 。， ，⋯， 的交集的秩为零。 

证明：若P( )= ≠ ，则存在模糊独立集 
_

A／t 0 

满足 < 且p( )： 。由 < 得 

m  m  

supp／x supp(，＼ )1--- suppHi， (1) 

而 supp／x=C 。( )是 的导出拟阵的独立集，于 

是 P(supp／x)>0。而 由 (1)得：P(supp／x) ≤ 

P(
．
nsupp~)，从而P(

．
nsuppHi)>0与定理 11矛盾。 

故有限集E上的模糊拟阵所有模糊超平面交集的秩等 

于 0。 

定理 l4 设M 1---(E， )是有限集E上的一个闭 

模糊拟阵， 。， ，⋯， 是 的所有模糊超平面。若 

． 
≠0，则 是 的最小闭集。 

证明：由模糊拟阵闭集的定义和定理 5知  ̂ 是 
l= l 

的闭集。 

下面证明极小性。假设结论不成立，即存在模糊闭 

集 ，使得 < 。而P(△ )=0，于是p( )≤ 
m  m  

P((A
，
H )V )≤P( )+p( )1---p( )，即 ( ) 

≥ ，与 为闭集矛盾。从而_八 是 的最小闭集。 

3 闭正规基好模糊拟阵闭集的结构 

首先给出了闭模糊拟阵的模糊基的个数只有有限 

个这个结论，接着在这个结论的基础上，将给出闭模糊 

拟阵闭集的结构，即：在一个闭正规基好模糊拟阵M1--- 

(E， )上的任意 2个超平面的协助下所确定的模糊 

闭集的范围，最后将这个结论进行了推广。 

定理 l5 设M 1---(E， )是有限集 E上的一个闭 

模糊拟阵，其基本序列为0 1---F0<r。<⋯< ≤1，则模 

糊拟阵 的模糊基只有有限个。 

证明：设 为 的模糊基， ( ) {r0，r “， 

}。而 E是有限集，supp／x E。故 只有有限个，也 

就是说模糊拟阵 的模糊基只有有限个。 

定理 l6 设 M 1---(E， )是闭模糊拟阵，若 ∈ ， 

则存在模糊基 使得 ≤ 。如果存在 ∈supp／x，满足 

( )< ( )，则对任意的 A> ( )，都有p( VS )> 

p( )。 

证明：1)当 ( )<A≤ ( )时，有 VS ≤ 。下 

面说明在这种情况下 V s 是 的模糊独立集。设 

模糊拟阵 的基本序列是0 1---F0<r。<⋯< ≤1，因 

为 ∈ ，故对每一个 ri∈R ( )都有 c， ( )∈，r 。不 

妨假定 r <A≤ri+。，于是 ：当 i> 时得出：c， ( V s ) 

1-- - C， ( )∈Iri；当 i-~<j时，有 c ( Vs ) C ( )∈Ir 。 

因此 VS ∈ ，故p( VS )>p( )。 

2)当A>卢( )时，P( V S )≥p( V ’)。由 

1)得P( V )>P( )，于是P( V s2)>P( ) 

成立。 

综上所述，对任意的 A> ( )，都有 P( V S ) 
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>p( )。 

下面思考闭正规基好模糊拟阵 M=(E， )的模 

糊基具有的特点。 

不妨假定卢 ，卢 是 的任意2个模糊基。设 

的基本序列是 0=r。<r1<⋯ <rn≤1，由于 是闭正 

规的，于是 R (卢 )=R (卢 )={r 一， }。根据模 

糊拟阵 是基好模糊拟阵可以得 出V ∈sup n 

sup ，都有 卢 ( )=卢 ( )。下面给出闭正规基好模 

糊拟阵闭集的结构。 

定理 17 设 M=( ， )是有限集 上的一个闭 

正规基好模糊拟阵，日 是 的模糊超平面。设 卢= 

V (其中 表示 的全部模糊基)，若 suppH1 n 

suppH2≠ 。令 

r8(x) ∈supp( )＼supp(Hl八 ) 

( )=f 1 ∈supp(H 八爿_2) ， 

【 0 簪supp(日1) 

则V肛∈F(E)，满足日l八 ≤ < ≤日l， 都为 的 

模糊闭集。 

证明：(数学归纳法) 

1)当I supp I=I suppHj I=I supp(H3八 )I+1 

时，由日l八Hz< < ≤日l知：supp(日l八 ) supp／．L 

Csupp =suppH 。据定理 7有：R (日 )=R ( ) 

= R ( 八 )={1}，于是存在唯一的 ∈supp ＼ 

supp(H 八日2)且 ( )< ( )=卢( )。 

下面证明肛是闭的。否则，存在 A∈(0，1)，A>／．L 

( )满足 

p( V S )=p( )， (2) 

由肛∈F(E)知：存在 ∈ ， ≤ ，使得P( )=p( )= 

I I。于是p( 八Js )=p( )=p( )=I I，且必定有 

∈supp~。否则，若 ∈supp~，则 是 的极大模糊独 

立集。从而 也是肛＼＼ 的极大模糊独立集。即 是 

日 八 的极大独立集。于是 

P(H。八 )=P( )=p( )= 

P((H1八 )V )， (3) 

其中 ∈E＼supp( 八 )。由已知得日 ， 是闭集。 

根据定理 5有：日 八 也是闭集，与(3)矛盾。所以 

∈supp~'o 

由于 ∈ ，于是存在某个模糊基卢 ，使得 ≤卢 。 

≤ ，所以 ( )≤ ( )。而 (z)< ( )=卢( )(前 

面得到的结论)，于是 ( )< (z)。又因为 是闭正 

规基好模糊拟阵，所以卢 ( )=卢( )。根据定理 16 

得：对上述 A，有P( 八Js )>p( )。于是p( 八Js )≥ 

P( VS )>p( )=p( )，与(2)矛盾。故 是 的模 

糊闭集。 

2)假设 当 I supp I=I suppHl I=I supp( 八 

)I+( 一1)时结论成立，即：当I supp =I suppH~I 

= I supp(H1八 )I+( 一1)时，V ∈F(E)，满足 日 

八 ≤ < ≤日1， 都为 的模糊闭集。 

当I supp I=J suppHl J=J supp( 八 )J+ 

时，存在 (1≤i≤ )，使得 ∈supp~＼supp(Hl八 

)。当 日 八 ≤ <功≤H 时，由于 R (日 )= 

R ( )=R ( 八 )={1}，则至少存在一个元 

素 (1≤ ≤ )使得 ( )< ( )=卢( )。由假设 
一 1 

知当日 ̂ ≤ <( 八 )V(＼／’Js ’)时， 是 

闭的。要证明日 八Hz≤ <(日 八日2)V(Y ),s~l 

时，肛是 的模糊 闭集。只需证 明当 I supp／．~I= 

I supp(H 八 )I+ 时结论成立即可。 
k 

设 =(日 八 )V(V' ’)，若 不是闭的，则 

存在 A>肛( )，满足 

p( V Js )=p( )， (4) 

于是存在 ∈ ， ≤ ，使得P( )=p( )。则对所 

有的 ，都有 ∈supp~。否则，若存在某个 (1≤ 

m≤ )， 簪supp~，则 ≤ ＼＼ 。从而 也是 ＼＼ 

的极大独立集。于是 

p( ＼ )=p( )=P(( (＼＼ )八 )=P( )， 

从而肛＼ 不是 的闭集，与假设矛盾。故对所有的 

(2≤ ≤ )，都有 ∈supp~,。 

由于 ∈ ，于是存在某个模糊基卢 ，使得 ≤ 。 

≤ ，所以 ( )≤ ( )。而 ( )< ( )=卢( )。 

于是 ( )< ( )。又因为 是闭正规基好模糊拟 

阵，所以卢 ( )=卢( )。根据定理 16得：对上述 A有： 

P( VS )>P( )，从而 P( V Js ．)>P( )=P( )与 

(4)矛盾。所以当 I supp／．~I=I suppHl I=I supp(日l八 

)I+ 时结论成立，原命题得证。 

同样，还可以得到下面的定理。 

定理18 设M=( ， )是有限集 上的一个闭 

模糊拟阵， ． 是M的模糊超平面。设卢=V (其 

中 是 的模糊基)，若 suppHx UsuppHz≠ ，令 
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rB( ) 
， ， l ( )

= ? 1 l 

【 0 

∈supp( )＼supp(H1̂  ) 

∈SUl~p(H1̂  ) ， 

诺supp(H2) 

则任意的 ∈F(E)，满足日 ̂ ≤ < ≤ ， 都为 

的模糊闭集。 

在上面的定理 中， ， 是 的任意模糊超平 

面，可以把它推广到一般的情形： 

定理 19 设 M=(E， )是有限集 E上的一个闭 

模糊拟阵，H={ ， ，⋯， }是 的模糊超平面集。 

设 =V (其中 是 的模糊基)，令 

( )= 

B( ) upp( AHi)＼supp( ̂l ) 
m+1 

1 ∈supp( ) ，
_

A M 

0 譬supp(／＼ ) 

(m为正整数，VH ∈H，m<n) 
m+1 m 

则 V ∈F(E)：满足 ≤ < ≤ ／＼ ， 为
_

A M 

的模糊闭集。 

证明：(数学归纳法) 
m m+1 

1)I supp I=I supp( )I=I (／＼ )I+
_

A M supp 

m+1 m m+1 

1时，由 ̂l ≤ <  ̂Hi知．supp( ̂l ) sup 

supp = supp(／＼ )。 根 据 定 理 7 得： 

m m+】 

R (△ )=R ． )={1}。于是存在唯一的 ∈ 
m m+1 

supp(
．△日 )＼f A )且 ( )< ( )= ( )。下面证 

明 是闭的。否则存在 A∈(0，1)：A>／x(x)满足 

p( V S2)=p( )， (5) 

由IX∈F(E)知：存在 ∈ ， ≤／X，使得P( )=P( ) 

= I I。于是p( V S )=p( )=p( )=I I，且必 

定有 ∈supp~。否则，若 譬Supp~，则 是 的极大模 

糊独立集，从而 也是 ＼＼ 的极大模糊独立集，即 是 
m+】 

 ̂ 的极大独立集。从而 

m+1 m+1 

P( 日 )=P( )=p( )=P((
．△ )V )， 

(6) 
m+1 

其中 ∈E＼supp(八Hi)。 

由已知得：日 ， ，⋯， 是闭集。根据定理 5有： 

A
．

H 也是闭集，与式(6)矛盾。从而 ∈supp~。 

由于 ∈ ，于是存在模糊基 ，使得 ≤ 。由于 

≤tX，所以 ( )≤ ( )。而 ( )< ( )= ( )，于 

是 ( )< ( )。又因为 是闭正规基好模糊拟阵，所 

以 ( )= ( )。根据定理 16得：对上述A，有P( V 

s )>p( )，即p( V S2)>p( V S2)>p( )= 

p( )，与式(5)矛盾。所以 是 的模糊闭集。 

2)假 设 当 I supp I=I supp(．／＼ )I= 

m+】 

I supp(／＼ )I+(k一1)时结论成立。当I supp I=I 

m m+1 

supp( )I=I supp( )I+(k一1)时，V ∈ 

m +1 m 

F(E)：满足 ≤／x< ≤
．A ， 为 的模糊闭集。 

那 么 当 I supp I=I supp(．／＼日 ) I= 

m+】 

I supp(／＼ )I+k时，存在 (1≤i≤k)，使得 ∈ 

m +1 m+1 m 

supp~＼supp( Hi)。当 日 ≤tx< ≤ A
，
H 时，由于 

R ( )=R～ A
．

H )={1}，于是至少存在一个元素 

xj(1≤J≤k)使得 ( )< ( )= ( )。由假设知 

当 ̂l ≤ <( ̂l )V( Vl ’)时， 是闭的。要证 

明 ̂l ≤ <( AH )V(iYlS~ )时结论成立，只需 
m+】 

证当I supp／x I=I supp(／＼ )I+k时结论成立即可。 
m+1 ’ 

设 =( )V(
．

V
，

Sd ( ’)，若 不是闭的，则有 

在 A > ( )，满足 

p( V S2)=p( )， (7) 

于是存在 ∈ ， ≤ ，使得P( )=p( )。则对所 

有的 ，都有 ∈supp~。否则，存在某个 (1≤m≤ 

k)， 譬supp~，则 ≤ ＼＼ 。从而 也是 ＼＼ 的极 

大独立集 ，于是 P( ＼＼ )=P( )=P(( ＼＼ )＼＼ 

s )=p( )。从而／x＼＼ 不是 的闭集，与假设矛 

盾。于是对所有的 (1≤i≤ )，都有 ∈supp~。 

由 ∈ 知，存在模糊基 ，使得 ≤ 。由于 ≤ 

，所以 ( )≤ ( )。而 ( )< ( )= ( )。于是 

( )< ( )。又因为 是闭正规基好模糊拟阵，所以 

( )= ( )。根据定理16得：对上述A有：p( V s2) 

>p( )，从而p( V S2)>p(1／)=J口( )与(7)矛盾。 
m m+1 

所以当I supp／#t I— supp 日 I=I supp( )I+k 
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时结论成立，原命题得证。 

4 判断模糊闭集的必要条件 

定理20 设M=(E， )是有限集 E上的一个闭 

模糊拟阵， 是 的模糊超平面集 ，不妨假定 中有 

个元素。设卢=V卢 (其中卢，是 的模糊基)， ∈F 

(E)，若 为 的模糊闭集则 =60(E，1)，或者 H。八 

八⋯ 八H ≤ ≤H 。 

证明：若 为 的模糊闭集且 ≠ (E，1)，下面 

证明一定有 H。八 八⋯八 ≤ ≤ 成立。 

1)当 >Hi时，因为 是模糊拟阵 有模糊超 

平面，由模糊超平面的定义知 是 的极大真闭子 

集。故任意 >H ， 不是 的模糊闭集。 

2)当 <H。八 八⋯八H 时，由定理 14得 ：H。八 

八⋯八H 是模糊拟阵 的最小闭集，故 V <H。八 

／-／2 A⋯A ， 不是 的模糊闭集。 
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Structure of Closed Sets in Fuzzy Matroid 
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Abstract：The authors study the properties and structures of fuzzy closed sets and fuzzy hyperplanes．Th e relationship be。 

tween the closed set and it’S derived matroid’S closed set；The intersection of all hyperplanes in matroids is the smallest 

closed set and its rank is zero：Th e intersection of all fuzzy hyperplanes in fuzzy matroids is the smallest closed set and its 

rank is zero：The characteristics of structures of fuzzy closed sets is showed in using mathematical induction；a necessary 

and sufficient condition has been found in judging whether a fuzzy set is closed or not． 

Key words：matroids；fuzzy matroids；fuzzy closed sets；fuzzy hyperplanes 
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