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线性系统极点正规配置问题 
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摘 要：基于正规矩阵特征值对其元素变化的不敏感性，讨论线性系统极点的正规配置问题，即设 

计状态反馈控制律，将闭环控制系统极点配置到期望位置的同时使闭环状态矩阵为正规矩阵，从而达到 

增强控制系统的鲁棒性的目的。对于线性时不变系统，给出期望极点集可正规配置的充分必要条件及 

反馈控制律的一般表达式，并结合示例给出算法。 
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极点配置是控制理论研究的主要问题之一 l J。 

众所周知，控制系统的动态和稳态特性取决于闭环系 

统的极点位置，通过控制器设计将闭环系统极点配置 

到适当位置或区域，将保证系统具有理想的性能。然 

而在工程实践中，由于辨识误差、元器件老化、环境变 

化等诸多因素引起的系统参数变化是不可避免的，这 

就对控制系统的鲁棒性提出了要求。对于状态空间描 

述的线性时不变系统而言，系统极点即为系统矩阵的 

特征值。由于正规矩阵关于其特征值的谱条件数最 

小，正规矩阵的特征值问题是良态的，也就是说，正规 

矩阵的特征值对其元的变化是不敏感的 8 J。因此，若 

在根据系统的暂态和稳态性能要求进行极点配置的同 

时，使得闭环控制系统矩阵成为正规矩阵，无疑将提高 

控制系统的鲁棒性 ⋯。 

基于上述原因，运用矩阵广义逆理论研究线性时 

不变系统极点的状态反馈正规配置问题，讨论在期望 

极点配置的同时，使闭环系统矩阵为正规矩阵的充分 

必要条件，在此基础上，给出相应反馈控制律的统一代 

数表达式。 

1 问题的描述 

设线性时不变系统为 

6 (￡)=ax(￡)+Bu(￡)， (1) 

其中A∈R ，B∈R ，P<n， (t)∈R 为系统的状态 

向量，u(t)∈Rp为系统的输入向量，这里 表示实数 

域；6为广义算子符号：当系统(1)为连续系统时， 

(￡)=堂 ；当 系 统 (1)为 离 散 系 统 时
， 

U 

(t)= (t+1)。 

考虑状态反馈控制律 

u(t)= (t)， (2) 

其中K∈Rp (下文即称K为反馈控制律)，则闭环系 

统成为 

舐(t)=(A+BK) (t)， (3) 

文中讨论的问题是 

1)对于给定的期望闭环极点集 A={A ，A：，⋯， 

A }，存在反馈控制律K使闭环系统矩阵A+BK为正 

规矩阵且特征值集恰为以的充分必要条件是什么? 

2)在 1)中条件满足的情况下，反馈控制律 K的 
一 般表达式是什么? 

为了叙述方便，给出如下定义。 

定义 对于系统(1)，给定期望闭环极点集A= 

{A。，A ，⋯，A }，如果存在状态反馈控制律 使矩阵 

A+BK为正规矩阵且特征值集恰为以，则称期望极点 

集 以可正规配置。 
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2 主要结论 矩阵 使得 
A + ： 明  ． 

对于矩阵 A∈R ，记 为 A的转置矩阵，若 

A A=AA ，则称A为正规矩阵。正规矩阵是包含对 

称矩阵、反对称矩阵、正交矩阵在内的一类特殊矩阵。 

下面的引理1是实正规矩阵的一个重要刻划。 

引理 1⋯ 设A∈R ，A的特征值为 {A ，⋯， 

A ，口l±bli，⋯，口‘±6‘i}(Al，⋯，A ，口l，⋯，口 ，bl，⋯，b‘ 

均为实数，i为虚数单位，s+2t=／7,)，则A为正规矩阵 

的充分必要条件是存在正交矩阵 使得 

u‘AU=diag(A ‘‘，A ，日 一，日 ) 

f 口 b 

其中 =f ， l，|j}=1，2，⋯， 。 ＼
一

D 口 7 

引理2̈ 设A∈R ，B∈R ，则线性矩阵方 

(8) 

尽lJ 

BK = UHUT—A
， (9) 

由引理2，式(9)成立当且仅当 

(J 一BB )(UHU 一A)=0， (10) 

注意到 U是正交矩阵，式(10)成立当且仅当 

(Jn—BB )(UH —AU)=0， (11) 

Y．B的奇异值分解为B=P( ：)Q ，根据矩阵广 

义逆理论知， =Q( ～：) ，于是有 

=P( ：)P ， 
程A =B的充分必要条件是 这样， 

(Im—AA )B=0， (4) 

其中：J 为 m阶单位矩阵；A 为A的 Noore—Penrose 

广义逆；0表示适维零矩阵。进一步地，若(4)式成立， 

则矩阵方程AX=B的全部解为 

X=A B+(J 一A A)l，， (5) 

其中y∈R 为任意矩阵。 

考虑线性时不变系统(1)，设输入矩阵 的奇异 

值分解为 ：Pf∑ 01QT，其中P、Q分别为 阶、p 
＼ 0 0／ 

阶正交矩阵，∑ =diag( 一， )， --， ，为B的 

正奇异值，r=rank~。给定期望的闭环极点集 A = 

{Al，⋯，A ，口l±bli，⋯，口‘±b,i}(Al， 一，A ，口l，⋯，口‘， 

b 一，b ∈R且 s+2t= )。记 A =P AP， = 

f? 1，|j}：1，2，⋯ 日：diag(AIj⋯̂  H 、
一 6 ， 

⋯

， )。于是，有 

定理 对于线性时不变系统(1)，期望闭环极点 

集 可正规配置的充分必要条件是存在 阶正交矩 

阵’，，使得 

(0 I⋯)(VII—A V)=0， (6) 

进一步地，若上述条件成立，则反馈控制律的统一表达 

式为 

K =B (P’，H’／rP 一A)+(J 一 )y，(7) 

其中 y为任意P X 实矩阵。 

证明 对于线性系统(1)，期望闭环极点集 A可 

正规配置当且仅当存在 K∈R 使得 A+BK为正规 

矩阵且特征值集为 。由引理 1立即知，期望闭环极 

点集 可正规配置当且仅当存在K∈R 和 阶正交 

P c 一 P=(兰 
而 P是正交矩阵，则式(12)成立当且仅当 

(J 一BB )P(P UH —P AU)=0， (13) 

即 

(： 明一P -o， 
记 V=P ’U，则式(11)等价于 

(0 I⋯)(VII—A ’，)：0 

由P是正交矩阵知，’，为正交矩阵当且仅当 为 

正交矩阵，因此，期望闭环极点集 可正规配置当且 

仅当存在 阶正交矩阵 ’，，使式(6)成立。 

若存在 阶正交矩阵 ’，，使式(6)成立，由上面的 

证明过程和引理2易知，反馈控制律为 

K=B (P H P 一A)+(J 一 )y， 

其中y为任意P X 实矩阵。证毕。 

说明： 

1)根据线性系统理论，如果(A，B)能控，则线性时 

不变系统(1)通过状态反馈可以任意配置极点。但是并 

非任意期望极点集都可实现正规配置，即使(A，B)能 

f，口 b C、 ， 

控。例如，A=l 1 0 0 l，其中口，b，c为任意实数，B= 

0 2 0j 
f，1] l 
0 I，根据能控的秩判据容易知道，(A，B)能控，但是不 
0J 
存在矩阵 使得A+BK为正规矩阵。事实上，设 K= 

r口+|j}l b+|j}2 c+|j}3、 

(|j}l，|j}2，|j}3)，贝0A+ =l 1 0 0 I，若A+ 
0 2 0 j 
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BK为正规矩阵，由正规矩阵定义可知，A+BK的第二 

行元素的平方和应当等于第二列元素的平方和，即1= 

(b+k ) +4，而 b和 k：都是实数，这是不可能的。因 

此，对任意 ，A+BK都不是正规矩阵，也就是说，此系 

统对任意期望极点集都无法实现正规配置。 

2)对于能控的单输入线性时不变系统，给定期望 

闭环极点，实现极点配置的状态反馈控制律 是唯一 

确定的，从而闭环系统矩阵唯一确定。直接通过极点 

配置算法求出 和A+BK，判断A+BK是否正规矩 

阵。当然，由于 不存在可选性，寻求适当 使A+ 

BK为正规矩阵的想法是没有意义的。 

3)式(7)给出实现期望极点正规配置的状态反馈 

控制律的参数化表示，其中P x 矩阵y为自由参数， 

可适当选取 y，使 的元素总体上尽量小。如果 是 

列满秩的，即rankB=P，于是 ，。一 B=0，此时对于 

确定的 来说， 是唯一的。 

3 算法与示例 

由上节定理的证明过程，对于系统(1)，给出期望 

极点正规配置问题的算法步骤。 

期望极点正规配置算法： 

Stepl 对于给定期望极点集A={A ”，A ，口1± 

bli，⋯，口 ±6 i}，构造H=diag(A1，⋯，A ，H -．， )， 

其中 ：f： 1， ，2，⋯ 

B

．

=P( __ 一譬。 一譬 
0 1 O 

2 。 
2 

Step2 对 进 行奇 异 值 分解，得 B = 

P(詈兰)Q ，计算 =Q( 一兰)P ，记r= 
rankB。计算 A =PrAP。 

Step3 求解满足矩阵方程(O 一 )(VII-A ) 

= 0的正交矩阵 。若无解，则期望极点集A无法正 

规配置，计算结束；若有解，进入下一步。 

step4 给出状态反馈控制律：K=B (尸阳  
一 A)+(，D一 )y，其中y为任意P x 实矩阵。 

例n叫 已知连续线 性时不变 系统 (t)= 

Ax(￡)十 (￡)，其中 

『，0 0 21 f，1 01 
A=f 0 1 0 f，B=f 1 0 I 

1 1 0／J 1 0／J 

给定期望极点集A={一2，一1±i}，判定是否可正规 

配置，若可正规配置，给出反馈控制律K。 

运用上述算法计算： 

1)根据期望极点集写出日=l o

2 

—

0

1 

l— 

1 0 —1 

孑三](一 )，r=ran =2 
=  言] 

=  

3)求解满足矩阵方程(O 0 1)(馏 一A V)=0 

的正交矩阵，有解为 

V ： 

一  。 一 

O 1 O 

2 。 一 2 

4)系统对于期望极点集可正规配置，由于 B是列 

满秩，，2一B B=0，故状态反馈控制律为 

=  cPV日 P 一A =(-1
一

二 一 ) 
r，一1 —1 o 1 

闭环系统矩阵A+BK=I 1 —1 0 有期 【
0 0—2 J 
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望特征值且为正规矩阵。所得结果与文献[10]一样， 

但是从过程看，文中将问题转化为矩阵方程的求解，避 

免了文献[10]中算法的偶然性。需要指出的是，算法 

的关键和难点在于 Step3中矩阵方程的求解，要求解 

阵是正交矩阵，可以利用正交矩阵定义转化为矩阵二 

次方程，最终归结为多元二次代数方程组，通过现有数 

学计算工具软件(如 Matlab、Maple等)进行求解。当 

然，当系统矩阵阶数高时，计算量将很大。 

4 结 论 

从增强反馈控制系统的鲁棒性出发，研究了线性 

时不变系统基于状态反馈的极点正规配置问题，即在 

通过状态反馈控制进行期望极点配置时，使得到的闭 

环控制系统矩阵为正规矩阵。以矩阵方程形式给出了 

期望极点可正规配置的充分必要条件，及在此条件下 

反馈控制律的一般表达式，并提出极点正规配置算法， 

示例表明算法是可行的。 
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Pole Normal Assignment for Linear Control Systems 

XIAO Min—qing，CAO Chang-xiu，CHEN Jin-yu，YANG Jia 

(College of Automatic，Chongqing University，Chongqing 400030，China) 

Abstract：The eigenvalues of a normal matrix are not sensitive to its elements perturbation．Based on the fact，the pole 

norm al assignment problem for linear control systems is discussed．The aim is to find a state feedback control law．When 

the closed-loop system has desired poles and the closed—loop system matrix is a norm al matrix．the robustness of the con- 

trol system is enhanced．For linear constant systems，a necessary and sufficient condition is given to norm al assignment 

‘ of the desired poles．When the condition holds，a unified expression of the state feedback control laws is showed．An ex- 

ample is given for illustration of the proposed algorithm． 

Key words：linear constan t systems；norm al matrix；pole assignment；pole norm al assign ment；robustness 
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