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摘'要!当采用20%K9.$/投影的第二个表达式的直接边界公式解b0P%0J9方程的(9-H0//问题

时!需求解含超强奇异性的第一类U.9K3$%H积分方程% 为了克服积分方程的奇异性!采用 0̀%9.R6/

边界元方法!利用广义函数的分部积分公式!把对积分核的两阶导数转移为未知边界量的旋度% 对

二维问题!采用线性单元时!边界旋度可离散为常向量!从而得到简单的计算公式!避免了超强奇异

积分数值计算的困难% 数值算例验证了这种方法的有效性和实用性%
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''b0P%0J9方程的 (9-H0// 问题作为一类重要的

椭圆边值问题$有广泛的运用背景& 在可采用的多

种边界积分公式中$当采用 20%K9.$/ 投影的第二个

表达式的直接边界积分公式求解时$ 将会导致含超

强奇异积分的第一类 U.9K3$%H积分方程& 为了克

服积分的超强奇异性$笔者采用 0̀%9.R6/ 边界元方

法求解$以便利用广义函数的分部积分公式$将对奇

异积分核的导数转化为未知函数的边界旋度$从而

得到简单的计算公式&
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"'边界积分方程及其变分形式
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方程的(9-H0//问题'
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定的解&

该问题的解可用双层位势表示$也可用单层位

势表示& 本文采用直接边界积分表示'
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''L是一个常数&

对表达式两边求法向导数$即
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设法向始终自
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指向
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对外边值问题$当 2由
2

外趋向边界
8

时$可

得到如下表达式'
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''对内边值问题$当 2由
2

内趋向边界
8

时$可

得到如下表达式'
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''以外问题为例$用 0̀%9.R6/ 方法求解这个第一

类U.9K3$%H积分方程$其变分公式是
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''该方程左端的积分核是超强奇异的$不可直接

计算$不过根据广义函数的分部积分公式& 可以把

对奇异积分核的导数转化为未知边界量的旋度-为了

实现这一转化$根据文献())用于三维问题的方法$引

进基于边界旋度的变分公式$把变分方程转化为另一

种形式&

)'基于边界旋度的等价变分方程

定义 "'对于定义在曲线
8

的开邻域
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上的

所有可微函数 O!2"$定义其正交于边界曲线所在的

平面的向量场为'
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算子&

设 O!2"$?!2"二阶可微$由文献("M))知双线性形

式 5!O$?"等价于
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基于文献(C)的推演$对外问题
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从而得到基于边界旋度的等价变分方程
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!'边界积分方程的数值解法

为了数值求解边界积分方程!A"$将边界
8

离

散为:个线性单元$从而把边界积分方程转化为线
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性代数方程组进行求解& 设
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把线性代数方程组写成矩阵形式
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''计算系数矩阵元素$在求二重积分时$第一重积

分可采用精确积分$第二重积分采 0̀-::数值积分&

为解析计算第一重积分$本文引进图 " 所示的局部

坐标系& 用/在沿单元走向的单位向量0上的投影

#作为积分变量$则可得出下面的计算公式

&

%/

"

%

"

8

*

&

#

)

#

"

%/

"

#

)

+"槡
)

K#*

B,#

)

%/%

)

+#

"

%/%

"

,"

5%(1R

#

)

"

,5%(1R

#

"( )( )
"

&

计算右端项时在两个相邻的单元上分别要用以下两

个积分公式
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图 "'局部坐标系

@'数值算例
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利用本文编制的通用程序进行计算$单位圆外若干

点的计算值与精确值的比较$结果见表 "&
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表 "'计算结果

%

近似解
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精确解
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''考查表 " 中的结果可以发现函数 O 的误差 C
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''事实上$见图 )$我们采用拟合曲线的方法$ 得

到%/C!O"与%/<的线性关系& 该直线斜率略为 )&
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图 )'C!O"随剖分单元 <变化情况

这个算例说明'笔者提出的方法对外问题是适

用的$且从误差与单元剖分的关系看收敛阶大约 )&

并且与文献(C)中用双层位势解得到的结果相比较

本文所得到的结果要更好一些&

图 !'O随%变化情况

''笔者所编制的程序对内边值问题也是适用的$

只要注意一下!@"%!>"%!C"式中涉及到法向导数的

项的符号&
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